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บทที่ 2 แบบจําลองราคาไมตอเนื่อง 

เนื้อหาประกอบดวย 
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2.2 กลไกราคา  

2.3 การวัดผลตอบแทน  
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2.5 ความเปนกลางตอความเสี่ยง 

2.6 สมบัติมารทิงเกล 

2.7 ทฤษฎีบทหลักมูลการกําหนดราคาสินทรัพย 

2.8 แบบจําลองราคาตนไมไตรภาค 

บทนํา 

การเคลื่อนไหวของราคาสินทรัพยทางการเงิน เชน หุน ตราสารหนี้ และสินคาโภคภัณฑ มัก

มีลักษณะไมแนนอนและผันผวนตามปจจัยภายนอกตาง ๆ ซ่ึงทําใหไมสามารถคาดการณไดอยาง

แมนยํา (Hull, ค.ศ. 2017) เพ่ือรับมือกับความไมแนนอนดังกลาว นักวิจัยและนักลงทุนจึงพัฒนา

แบบจําลองทางคณิตศาสตรเพ่ือใชในการทําความเขาใจพฤติกรรมของราคา และสนับสนุนการ

ตัดสินใจลงทุนอยางมีเหตุผล (Merton, ค.ศ.1973; Black & Scholes, ค.ศ.1973) 

ในบทนี้ มุงเนนท่ี แบบจําลองราคาไมตอเนื่อง โดยเฉพาะแบบจําลองตนไมทวิภาค 

(Binomial Tree Model) ซ่ึงเปนแบบจําลองพ้ืนฐานท่ีใชอธิบายพฤติกรรมราคาของสินทรัพยท่ีมี

ความเสี่ยง โดยแสดงการเคลื่อนไหวของราคาภายใตความเปนไปไดจํากัด เชน ราคาอาจข้ึนหรือลง

ในแตละชวงเวลา ซ่ึงสามารถใชกําหนดราคาตราสารอนุพันธไดอยางมีประสิทธิภาพ และยังตอยอดสู

แบบจําลองท่ีมีความซับซอนและแมนยํามากข้ึน เชน แบบจําลองตนไมไตรภาค (Trinomial Tree 

Model) ท่ีพัฒนาโดย Boyle (ค.ศ.1986) 
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นอกจากนี้ เนื้อหาในบทนี้ยังครอบคลุมถึงแนวคิดสําคัญหลายประการท่ีมีบทบาทโดยตรงในการ

ประยุกตใชกับการลงทุนจริง ไดแก 

• กลไกราคา ท่ีเปนพ้ืนฐานในการอธิบายแรงผลักดันของราคาสินทรัพย 

• ผลตอบแทนและความเส่ียง ซ่ึงเปนเครื่องมือสําคัญในการวิเคราะหประสิทธิภาพของการ

ลงทุน 

• แนวคิดเรื่องความเปนกลางตอความเส่ียง (Risk-Neutral Measure) ท่ีชวยใหสามารถ

กําหนดราคาสินทรัพยในลักษณะท่ีเปนธรรม 

• สมบัติมารทิงเกล (Martingale Property) ท่ีสะทอนตลาดท่ีมีประสิทธิภาพและใชในการ

พัฒนาแบบจําลองคาดการณ 

• ทฤษฎีบทหลักมูลการกําหนดราคาสินทรัพย (Fundamental Theorem of Asset 

Pricing) ซ่ึงเปนรากฐานของการกําหนดราคาตราสารอนุพันธโดยไมเกิดโอกาสคากําไร 

(arbitrage) 

เนื้อหาในบทนี้จึงไมเพียงแตใหความรูเครื่องมือเชิงทฤษฎี แตยังชี้ใหเห็นถึงการนําแนวคิดเหลานี้ไป

ประยุกตใชในโลกการลงทุนจริง เชน การสรางกลยุทธการปองกันความเสี่ยง การกําหนดราคา

สินทรัพยท่ีมีความเสี่ยงสูง และการออกแบบพอรตการลงทุนภายใตภาวะไมแนนอน ท้ังนี้เพ่ือใหนัก

ลงทุนสามารถตัดสินใจไดอยางมีประสิทธิภาพและรองรับความผันผวนของตลาดในระยะยาว 

2.1 บทนิยามและทฤษฎีพ้ืนฐานท่ีเกี่ยวของ 

กอนท่ีจะเขาสูการสรางแบบจําลองราคาสําหรับสินทรัพยทางการเงิน จําเปนตองมีความ

เขาใจพ้ืนฐานเก่ียวกับแนวคิดเชิงคณิตศาสตรท่ีเก่ียวของ โดยเฉพาะเรื่องของตัวแปรสุม กลไกความ

นาจะเปน และโครงสรางของปริภูมิความนาจะเปน เพ่ือใหการวิเคราะหแบบจําลองมีรากฐานท่ี

ม่ันคง 
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ในหัวขอนี้ จะกลาวถึงบทนิยามสําคัญและทฤษฎีพ้ืนฐานท่ีเก่ียวของกับความนาจะเปนและ

ตัวแปรสุม โดยจะนําเสนอเฉพาะสวนท่ีจําเปนตอการวิเคราะหแบบจําลองราคา โดยจะ ละการ

พิสูจนเพ่ือคงไวซ่ึงความกระชับและเนนความเขาใจเชิงแนวคิด 

บทนิยาม 2.1 (ปริภูมิความนาจะเปน: Probability Space) กําหนดให Ω  เปน ปริภูมิตัวอยาง 

(sample space) ซ่ึงเปนเซตของผลลัพธ ท่ี เปนไปได ท้ั งหมดจากการทดลองสุม กําหนดให  

{ }E E= ⊆ Ω ∣  เปนแฟมมิลีของเหตุการณ (events) โดยท่ี   ตองมีสมบัติดังตอไปนี้ 

• (f-1) ถา E∈  แลวสวนเติมเต็ม cE ∈   

• (f-2) ถา 1{ }n nE ∞
=  เปนลําดับของเหตุการณใน   แลว 

1
n

n

E
∞

=

∈


  

กลาวคือ   ปดภายใตการยูเนียนนับได 

จากนั้น กําหนดฟงกชัน : [0,1]P →  ซ่ึงเรียกวา มาตรวัดความนาจะเปน  (probability 

measure) โดยกําหนดให 

( ) ( )
E

P E p dω ω= ∫   สําหรับทุก  E∈    (2.1) 

โดยท่ี  : [0,1]p Ω→  เปน  ฟงกชันการแจกแจงความนาจะเปน  (probability distribution 

function) และตองมีเง่ือนไขวา 

( ) 1p dω ω
Ω

=∫       (2.2) 

เราจึงเรียกอันดับสาม ( , , )PΩ   วา ปริภูมิความนาจะเปน (probability space) และเพ่ือความ

สะดวก บางครั้งเขียนยอเพียง Ω  

หมายเหตุ: ในกรณีท่ี p  เปนฟงกชันการแจกแจงความนาจะเปนแบบไมตอเนื่องจะใชผลรวมแทน

การอินทิเกรต 

( ) ( )
E

P E p
ω

ω
∈

= ∑      (2.3) 

และหากพิจารณากรณีท่ีตัวแปรสุม :X Ω→  มีฟงกชันความหนาแนนความนาจะเปน ( )Xf x  

ซ่ึงเปนฟงกชันบนจํานวนจริง จะสามารถนิยามความนาจะเปนของเหตุการณ E ⊆   ไดเปน 

( ) ( )XE
P X E f x dx∈ = ∫     (2.4) 



70                                                                         อนุพันธทางการเงินเชิงคณิตศาสตร 

วิชัย วิทยาเกียรติเลิศ สาขาวิชาคณิตศาสตรและสถิติ มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร 

โดยมีเง่ือนไขวา    ( ) 1Xf x dx
∞

−∞
=∫  

ซ่ึงเปนกรณีเฉพาะของการอินทิเกรตบน Ω  เม่ือผลลัพธของการทดลองเปนคาจริง (real-valued 

outcomes)                                              

บทนิยาม 2.2 (ความนาจะเปนแบบมีเง่ือนไข) ให A  และ B  เปน 2 เหตุการณใด ๆ ความนาจะ

เปนแบบมีเง่ือนไขของเหตุการณ A  เม่ือกําหนดเหตุการณ  B  เขียนแทนดวย ( | )p A B นิยามโดย   

               ( )( | )
( )

p A Bp A B
p B


        (2.5) 

บทนิยาม 2.3 ให A  และ B  เปน 2 เหตุการณใด ๆ จะกลาววา A  และ B  เปนเหตุการณท่ีอิสระ

กัน ก็ตอเม่ือ   

                            ( ) ( ) ( )p A B p A p B        (2.6) 

โดยสูตร (2.5) และ (2.6) จะไดวา A  และ B  เปนเหตุการณท่ีอิสระกัน ก็ตอเม่ือ 

( | ) ( )p A B p A      (2.7) 

ซ่ึงสมมูลกับ  

                         ( | ) ( )p B A p B        (2.8) 

บทนิยาม 2.4 ให X  และ Y  เปนตัวแปรเชิงสุม จะกลาววา X  และ Y  เปนอิสระตอกัน ถา   

( ) ( ) ( )p X x Y y p X x P Y y          (2.9) 

สําหรับทุก ๆ ,x y   

ทฤษฎีบท 2.5 (สมบัติเชิงเสนของคาคาดหวัง) ให X  และ Y  เปนตัวแปรเชิงสุม และ ,a b   จะ

ไดวา 

[ ] [ ] [ ]E aX bY aE X bE Y      (2.10) 

บทนิยาม 2.6 ให X  เปนตัวแปรเชิงสุม และ A เปนเหตุการณ คาคาดหวังแบบมีเง่ือนไขของ X  

เม่ือกําหนดเหตุการณ A  เขียนแทนดวย [ | ]E X A  นิยามโดย    
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[ | ] ( | )E X A p X A d  


        (2.11) 

โดยเฉพาะอยางยิ่ง ถา X  เปนตัวแปรเชิงสุมไมตอเนื่อง [ | ] ( | )E X A p X A


 


     

ทฤษฎีบท 2.7 ให X  และ Y เปนตัวแปรเชิงสุม, A  เปนเหตุการณ และ ,a b   จะไดวา 

      [ | ] [ | ] [ | ]E aX bY A aE X A bE Y A       (2.12) 

ทฤษฎีบท 2.8 ให X และ iA , 1,2,3,...i  เปนเหตุการณซ่ึง i jA A    ทุก ๆ i j  จะไดวา 

       [ ] [ | ]i i
i

E X E X A p A      (2.13) 

ทฤษฎีบท 2.9 ให X  และ Y  เปนตัวแปรเชิงสุมซ่ึงอิสระตอกัน จะไดวา 

[ ] [ ] [ ]E XY E X E Y      (2.14) 

ทฤษฎีบท 2.10 ให X  เปนตัวแปรเชิงสุม จะไดวา 

 22[ ] [ ] [ ]Var X E X E X      (2.15) 

ทฤษฎีบท 2.11 ให X  เปนตัวแปรเชิงสุม และ ,a b   จะไดวา 

2[ ] [ ]Var aX b a Var X           (2.16) 

ทฤษฎีบท 2.12 ให 1 2, , . . . , nX X X  เปนตัวแปรเชิงสุม ซ่ึงทุกคูใด ๆ อิสระตอกัน จะไดวา 

1 2
1

[ . . . ] [ ]
n

n i
i

Var X X X Var X


       (2.17) 

2.2 กลไกราคา 

กําหนดใหเวลา t n  มีหนวยเปนคาบหรืองวด (period) ซ่ึงอาจจะเปนวินาที นาที ชั่วโมง 

วัน สัปดาห เดือน ไตรมาส ครึ่งป ป เปนตน นั่นคือ t n  โดยท่ี 0,1,2,3...n   และ   เปนขนาด

ของคาบเวลาท่ีกําหนด (fixed time step)  ซ่ึงจะเขียน t n  แทน t n  ในหนวยคาบขนาด   

กําหนดให ( )S t   แทนราคาของหุนท่ีราคาท่ีเวลา t  ใด ๆ โดยท่ี (0)S  เปนราคาปจจุบันของหุน 

ราคาปจจุบันของหุนจะเปนราคาท่ีนักลงทุนทุกคนทราบ ราคา ( )S t  สําหรับ 0t   จะเปนราคาหุนใน
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อนาคตซ่ึงเปนราคาท่ียังไมทราบ ในท่ีนี้กําหนดให ( )S t สําหรับ 0t   เปนตัวแปรเชิงสุม (random 

variable) บนปริภูมิความนาจะเปน     

ตอไปจะกําหนดให    เปนปริภูมิความนาจะเปนเหตุการณของการเคลื่อนไหวราคาท่ี

เปนไปไดท้ังหมด (feasible price movement) ซ่ึงจะเรียก แตละเหตุการณของการเคลื่อนไหว

ราคา วา สถานการณ หรือ ซีนารีโอส (scenarios) และในท่ีนีจ้ะกําหนดให ( )S t  เปน ตัวแปรเชิงสุม

บวก บนปริภูมิความนาจะเปน  นั่นคือ ( ) : (0, )S t    

กําหนดสัญลักษณ ( , )S t   แทนราคาหุนท่ีเวลา t  เปนไปตามสถานการณ     โดยท่ี

ราคาปจจุบัน (0)S  สามารถพิจารณาเปน ตัวแปรเชิงสุมคงท่ี (constant random variable) 

ในขณะท่ี ราคาในอนาคต ( )S t  เปนตัวแปรเชิงสุมไมคงท่ี (non-constant random variable) นั่น

คือ สําหรับแตละ 0t   จะมีอยางนอย 2 สถานการณ 1 2,    ซ่ึง 1 2( , ) ( , )S t S t     

ตัวอยางท่ี 2.1 พิจารณาตลาดซ่ึงมี 2 สถานการณ คือ ตลาดขาข้ึน (boom) และ ตลาดขาลง

(recession) แทนดวย 1  และ 2  ตามลําดับ สมมติใหราคาปจจุบันของหุน เทากับ  10 บาทตอ

หุน ซ่ึงถาตลาดขาข้ึน ราคาอาจจะข้ึนเปน 12 บาท และถาตลาดขาลงราคาอาจจะลงเปน 7 บาท 

ดังนั้นในท่ีนี้  1 2,   กําหนดให 1t   สามารถเขียนตารางราคาและสถานการณไดดังนี้     

สถานการณ (0)S  (1)S  

1  10 12 

2  10 7 

และเขียนเปนตนไมการเคลื่อนไหวของราคาไดเปน 

 
รูปท่ี 2.1 ตนไมการเคลื่อนไหวของราคาในตัวอยางท่ี 2.1          
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ตัวอยางท่ี 2.2  พิจารณาตลาดซ่ึงมี 3 สถานการณ คือ ตลาดขาข้ึน ตลาดขาลง และตลาดไมมี

ทิศทาง แทนดวย 1 , 2  และ 3  ตามลําดับ โดยราคาและสถานการณสามารถเขียนตารางแสดง

ไดดังนี้   

สถานการณ (0)S  (1)S  (2)S  

1  100 110 116 

2  100 90 80 

3  100 110 96 

จากสถานการณท่ีกําหนดใหเขียนเปนตนไมการเคลื่อนไหวของราคาไดดังนี้ 

 
          รูปท่ี 2.2 ตนไมการเคลื่อนไหวของราคาในตัวอยางท่ี 2.2             

2.3 การวัดผลตอบแทน  

 ในการวเิคราะหการลงทุนในหลกัทรัพย ผลตอบแทน (Return) ถือเปนตัวแปรสําคัญท่ีใชวัด

ความคุมคาและประสิทธิภาพของการลงทุน โดยผลตอบแทนสามารถสะทอนการเปลี่ยนแปลงของ

ราคาสินทรัพยในชวงระยะเวลาหนึ่ง รวมถึงรายไดอ่ืน ๆ เชน เงินปนผล ในเบื้องตน เพ่ือใหงายตอ

การนิยามและวิเคราะห จะพิจารณากรณีท่ีหุนไมมีการจายเงินปนผล ซ่ึงชวยใหสามารถมุงเนนไปท่ี

สวนตางของราคาหุนเปนหลัก 

หัวขอนี้จะเริ่มตนจากการนิยามอัตราผลตอบแทน (Rate of Return) และอธิบาย

ความสัมพันธกับมูลคาเงินสะสม พรอมท้ังแสดงตัวอยางเพ่ือใหเห็นถึงลักษณะของผลตอบแทนใน

สภาวะตลาดท่ีแตกตางกัน นอกจากนี้ ยังจะกลาวถึงอัตราผลตอบแทนลอการิทึม (Logarithmic 
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Return) ซ่ึงเปนแนวคิดสําคัญในการวิเคราะหผลตอบแทนในกรอบของคณิตศาสตรการเงิน 

เนื่องจากมีสมบัติการบวกท่ีสามารถนําไปประยุกตใชในแบบจําลองตาง ๆ ไดงายข้ึน 

เนื้อหาในหัวขอนี้จึงครอบคลุมท้ังแนวคิดพ้ืนฐาน สูตรคํานวณ ความสัมพันธเชิงคณิตศาสตร 

และตัวอยางประกอบท่ีชวยใหเขาใจผลตอบแทนจากการลงทุนอยางลึกซ้ึงยิ่งข้ึน ท้ังในรูปแบบปกติ

และแบบลอการิทึม พรอมการคํานวณคาคาดหวังท่ีเก่ียวของ ซ่ึงเปนเครื่องมือสําคัญในการวิเคราะห

ความเสี่ยงและผลตอบแทนในตลาดการเงินอยางเปนระบบ 

บทนิยาม 2.13 กําหนดให ( )S t  เปนราคาตอหุนท่ีราคา t  อัตราผลตอบแทน (rate of return) บน

ชวงเวลา [ , ]m n  (หนวย เปน คาบเวลา) เขียนแทนดวยสัญลักษณ ( , )K m n  ซ่ึงเปนตัวแปรเชิงสุม 

นิยามโดย 

                                  ( ) ( )( , )
( )

S n S mK m n
S m


                     (2.18) 

จากรูป (2.18) สามารถเขียนอีกรูปหนึ่งไดเปน 

( ) (1 ( , )) ( )S n K m n S m       (2.19) 

 
  รูปท่ี 2.3 ( )S n เปนมูลคาสะสมของเงิน ( )S m ดวยฟงกชันสะสม 1 ( , )K m n  

อัตราผลตอบแทนบน 1 ชวงเวลา [ 1, ]n n  คือ ( 1, )K n n  จะเขียนแทนดวย ( )K n   

ดังนั้น        ( ) ( 1)( )
( 1)

S n S nK n
S n
 




                   (2.20) 

ซ่ึงเขียนอีกรูปหนึ่งไดเปน 

( ) (1 ( )) ( 1)S n K n S n                       (2.21) 

หมายเหตุ หากนําเงินปนผลเขามาพิจารณาดวย จะไดอัตราผลตอบแทนเปน 

( ) ( 1) div( )( )
( 1)

S n S n nK n
S n

  



        (2.22) 

เม่ือ div( )n  เปนเงินปนผลตอหุนท่ีจายในคาบท่ี n  
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ตัวอยางท่ี 2.3  พิจารณาตลาดซ่ึงมี 2 สถานการณ คือ ตลาดขาข้ึน และ ตลาดขาลง แทนดวย 1  

และ 2  ตามลําดับ ในตัวอยางท่ี 2.1 สามารถเขียนตารางอัตราผลตอบแทน (1)K  ไดดังนี้     

สถานการณ (1)K  

1  0.2 

2  -0.3 

  
ตัวอยางท่ี 2.4  สมมติตลาดแหงหนึ่งมี 3 สถานการณ คือ ตลาดขาข้ึน ตลาดขาลง และตลาดไมมี

ทิศทาง แทนดวย 1 , 2  และ 3  ตามลําดับ จากตัวอยางท่ี 2.2  จะไดวา อัตราผลตอบแทน

ตามแตละสถานการณแสดงในตารางดังตอไปนี้ 

สถานการณ (1)K  (2)K  (0, 2)K  (0,1) (1,2)K K  

1  0.1 0.0545 0.16 0.1545 

2  -0.1 -0.1111 -0.2 -0.2111 

3  0.1 -0.0127 -0.04 -0.0973 

                                                                         

จากตัวอยางท่ี 2.4  จะเห็นวา (0,1) (1,2) (0,2)K K K    ดังนั้น อัตราผลตอบแทน ( , )K m n  ไมมี

สมบัติการบวก (non-additivity) อยางไรก็ตาม ความสัมพันธระหวาง ( , )K m n  กับ ( )K n  ก็ยังเปน

สิ่งท่ีนาสนใจ  

ตัวอยางท่ี 2.5  สมมติตลาดแหงหนึ่งมี 3 สถานการณ คือ ตลาดขาข้ึน ตลาดขาลง และตลาดไมมี

ทิศทาง แทนดวย 1 , 2  และ 3  ตามลําดับ จากตัวอยางท่ี 2.2  ถากําหนดปนผล 1 บาทตอหุน 

จะไดวา อัตราผลตอบแทนตามแตละสถานการณแสดงในตารางดังตอไปนี้ 

สถานการณ (1)K  (2)K  (0, 2)K  

1  0.1100  0.0636 0.1800 

2  -0.0900 -0.1000 -0.1800 

3  0.1100 -0.0273 -0.0200 

                            
 



76                                                                         อนุพันธทางการเงินเชิงคณิตศาสตร 

วิชัย วิทยาเกียรติเลิศ สาขาวิชาคณิตศาสตรและสถิติ มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร 

ทฤษฎีบท 2.14  ความสัมพันธระหวางอัตราผลตอบแทน ( , )K m n  กับ ( )K n  อยูในรูป 

    1 ( , ) 1 ( 1) 1 ( 2) . . . 1 ( )K m n K m K m K n             (2.23) 

พิสูจน  พิจารณาแผนภาพกระแสเงิน 

 
จากแผนภาพจะเห็นวา  ( )S n  เปนเงินสะสมของการลงทุน ท่ีเวลา m  ดวยเงินลงทุน ( )S m  ดวย

ฟงกชันเงินสะสะสม      1 ( 1) 1 ( 2) . . . 1 ( )K m K m K n      นั่นคือ 

               ( )S n      1 ( 1) 1 ( 2) . . . 1 ( )K m K m K n     ( )S m                  

และจากบทนิยามของ ( , )K m n  ตามสูตร (2.2),  

 ( ) 1 ( , ) ( )S n K m n S m   

ดังนั้นจึงไดวา     1 ( , ) 1 ( 1) 1 ( 2) . . . 1 ( )K m n K m K m K n            

เนื่องจากอัตราผลตอบแทน ( , )K m n  ไมมี สมบัติการบวก ทําใหยากตอการนําไปใชงาน จึงเปน

สาเหตุท่ีจําเปนตองนิยามของอัตราผลตอบแทนใหมเพ่ือใหมีสมบัติการบวก อัตราผลตอบแทนท่ี

นิยามใหมนี้เรียกวา อัตราผลตอบแทนลอการิทึม หรือเรียกอีกชื่อหนึ่งคือ อัตราผลตอบแทนทบตน

ตอเนื่อง โดยนิยามดังตอไปนี้ 

บทนิยาม 2.15 กําหนดให  ( )S t  เปนราคาตอหุ น ท่ี เวลา t  อัตราผลตอบแทนลอการิ ทึม 

(logarithmic return) บนชวงเวลา [ , ]m n เขียนแทนดวยสัญลักษณ ( , )k m n  ซ่ึงเปนตัวแปรเชิงสุม 

นิยามโดย 
( )( , ) ln ( ) ln ( ) ln
( )

S nk m n S n S m
S m

      (2.24) 

เขียนอีกรูปหนึ่งไดเปน 
( , )( ) ( )k m nS n e S m     (2.25) 

และอัตราผลตอบแทนลอการิทึมบน 1 ชวงเวลา [ 1, ]n n  คือ ( 1, )k n n  เขียนโดยยอดวย ( )k n   

ดังนั้น   ( )( ) ln ( ) ln ( 1) ln
( 1)
S nk n S n S n

S n
   


          (2.26) 
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หมายเหตุ 1) หากนําเงินปนผลเขามาพิจารณาดวย จะไดอัตราผลตอบแทนลอการิทึมเปน 
( ) div( )( ) ln

( 1)
S n nk n

S n





         (2.27) 

เม่ือ div( )n  เปนเงินปนผลตอหุนท่ีจายในคาบท่ี n  

      2) โดยการเปรียบเทียบจะไดความสัมพันธระหวางอัตราผลตอบแทนกับอัตรา

ผลตอบแทนลอการิทึม จะได 

1 ( , )K m n  ( , )k m ne         (2.28) 

ตัวอยางท่ี 2.6  พิจารณาตลาดซ่ึงมี 3 สถานการณ คือ ตลาดขาข้ึน ตลาดขาลง และตลาดไมมี

ทิศทาง แทนดวย 1 , 2  และ 3  ตามลําดับ  โดยราคาและสถานการณสามารถเขียนในตารางได

ดังนี้     

สถานการณ (0)S  (1)S  (2)S  (3)S  

1  10 11 11.6 12 

2  10 9 8 7 

3  10 11 9.6 10 

และตาราง อัตราผลตอบแทนลอการิทึมและสถานการณเปนดังนี้ 

สถานการณ (1)k  (2)k  (3)k  (1)k + (2)k + (3)k  (0,3)k  

1  0.0953 0.0531 0.0339 0.1823 0.1823 

2  -0.1054 -0.1178 -0.1335 -0.3567 -0.3567 

3  0.0953 -0.1361 0.0408 0 0 

                       

จากตัวอยางท่ี 2.6 จะเห็นไดวา  (0,3)k  (1)k + (2)k + (3)k   ซ่ึงเปนผลท่ีไดจากสมบัติการบวกท่ีจะ

กลาวตอไปนี้ 

ทฤษฎีบท 2.16 ถาไมมีการจายเงินปนผล แลว อัตราผลตอบแทนลอการิทึม ( , )k m n  มีสมบัติการ

บวก นั่นคือ ถา m q n   แลว 

( , ) ( , ) ( , )k m q k q n k m n         (2.29) 

พิสูจน  จากนิยามของอัตราผลตอบแทนลอการิทึม จะได  
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( )( , ) ln
( )

S nk m n
S m


( ) ( ) ( ) ( )ln ln ln
( ) ( ) ( ) ( )

S q S n S q S n
S m S q S m S q

                             
( , ) ( , )k m q k q n                         

ทฤษฎีบท 2.17 ถาไมมีการจายเงินปนผลแลว 

( , ) ( 1) ( 2) . . . ( )k m n k m k m k n             (2.30) 

พิสูจน  พิสูจนไดโดยตรงโดยใชสมบัติการบวกตามทฤษฎีบท 2.16                

  

บทนิยาม 2.18 กําหนดให ( )K t  เปนอัตราผลตอบแทนซ่ึงเปนตัวแปรเชิงสุม ท่ีเวลา t  และ

กําหนดให p  เปนฟงกชันการแจกแจงความนาจะเปน เรียก [ ( )]E K t วา อัตราผลตอบแทนท่ีคาดหวัง 

(expected return) ท่ีเวลา t  

ตัวอยางท่ี 2.7 พิจารณาตลาดซ่ึงมี 3 สถานการณ คือ ตลาดขาข้ึน ตลาดขาลง และตลาดไมมี

ทิศทาง แทนดวย 1 , 2  และ 3  ตามลําดับ จากตัวอยางท่ี 2.4 โดยสมมติวาความนาจะเปนของ

การเกิดสถานการณ เปน 0.5, 0.25 และ 0.25 ตามลําดับ จงคํานวณหา [ ( )]E K t  

วิธิทํา  จากตัวอยางท่ี 2.4 ไดวา 

สถานการณ (1)K  (2)K  

1  0.1 0.0545 

2  -0.1 -0.1111 

3  0.1 -0.0127 

ดังนั้น  [ (1)] ( ) 0.1(0.5) 0.1(0.25) 0.1(0.25)E K p


     0.05      

และ   [ (2)] 0.0545(0.5) 0.1111(0.25) 0.0127(0.25) 0.0037E K                  

 

ทฤษฎีบท 2.19 ถา ( 1)K m , ( 2)K m  , . . . , ( )K n  เปนตัวแปรเชิงสุมอิสระ แลว จะไดวา 

          1 ( , ) 1 ( 1) 1 ( 2) . . . 1 ( )E K m n E K m E K m E K n            (2.31) 

พิสูจน  จากทฤษฎีบท 2.14 , 

    1 ( , ) 1 ( 1) 1 ( 2) . . . 1 ( )K m n K m K m K n        

โดยทฤษฎีบท 2.11 และ ทฤษฎีบท 2.13 จะไดวา  
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        1 ( , ) 1 ( , ) 1 ( 1) 1 ( 2) . . . 1 ( )E K m n E K m n E K m K m K n            

                         1 ( 1) 1 ( 2) . . . 1 ( )E K m E K m E K n       

                1 ( 1) 1 ( 2) . . . 1 ( )E K m E K m E K n         

ดังนั้น           1 ( , ) 1 ( 1) 1 ( 2) . . . 1 ( )E K m n E K m E K m E K n                     

ทฤษฎีบท 2.20 ถาหุนไมมีการจายเงินปนผลแลว 

       ( , ) ( 1) ( 2) . . . ( )E k m n E k m E k m E k n           (2.32) 

พิสูจน  พิสูจนไดโดยตรงโดยใชโดยทฤษฎีบท 2.11                        

  

ขอสังเกต จากทฤษฎีบท 2.19 จะเห็นวาการคํานวณคาคาดหวังอัตราผลตอบแทนลอการิทึม

 ( , )E k m n ไมตองใชสมบัติความเปนอิสระของตัวแปรเชิงสุม ( 1), ( 2), . . . , ( )k m k m k n   แตกตาง

จาก ทฤษฎีบท 2.18 ซ่ึงการคํานวณคาคาดหวังอัตราผลตอบแทน  ( , )E K m n  จะตองอาศัยความ

เปนอิสระของตัวแปรเชิงสุม ( 1), ( 2), . . ., ( )K m K m K n   

2.4 แบบจําลองราคาตนไมทวิภาค 

แบบจําลองราคาตนไมทวิภาค (Binomial Tree Price Model) เปนแบบจําลองพ้ืนฐานท่ีมี

ความสําคัญอยางยิ่งในการอธิบายพฤติกรรมของราคาสินทรัพย โดยเฉพาะราคาของหุนในตลาด

การเงิน แบบจําลองนี้มีขอดีคือ เขาใจไดงาย มีโครงสรางชัดเจน และสามารถนําไปใชวิเคราะหราคา

ของตราสารอนุพันธ เชน ออปชัน ไดอยางมีประสิทธิภาพ 

ในหัวขอนี้จะกลาวถึงแบบจําลองราคาตนไมทวิภาคภายใตสมมติฐานท่ีเหมาะสมบาง

ประการ โดยเนนการนําเสนอแนวคิดหลัก โครงสรางของแบบจําลอง และการคํานวณราคาภายใต

กรอบของการเคลื่อนไหวราคาท่ีไมตอเนื่อง 

 เง่ือนไข bt-1 อัตราผลตอบแทนตอคาบเวลา (one-step return) ( )K n  เปนตัวแปรเชิงสุม

ท่ีอิสระกัน นิยามโดย 
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; probability
( )

; probability 1
u p

K n
d p

 
   (2.33) 

สําหรับแตละคาบเวลาท่ี n  เม่ือ 1 d u    และ 0 1p   

เง่ือนไข bt-2 อัตราผลตอบแทน r  ตอคาบ ของการลงทุนโดยปราศจากความเสี่ยง (risk-

free investment) คงท่ีทุกคาบเวลา และ 

d r u         

โดยเฉพาะอยางยิ่ง ถา   เปนอัตราดอกเบี้ยทบตนตอเนื่องท่ีสมมูลกับ r  แลว  

ln(1 ) ln(1 )d u                 

 เง่ือนไข bt-1  ทําใหทราบวาราคา ( )S n  จะเคลื่อนไหวข้ึนหรือลงดวยตัวประกอบ 1 u  

และ 1 d  สําหรับแตละคาบเวลาท่ี n  สวนอสมการ 1 d u    จะเปนสิ่งยืนยันวา ( )S n  จะมีคา

เปนบวกเสมอเม่ือ (0)S  เปนบวก ตัวอยางแผนภาพตนไมของตัวประกอบของ ( )S n  สําหรับ 

1,2,3n   แสดงไดดังนี้  

 
รูปท่ี 2.4 ตนไมของตัวประกอบของ ( )S n  สําหรับ 1,2,3n   

จากแผนภาพตนไมสําหรับตัวแปรเชิงสุม (1)S , (2)S  และ (3)S  จะไดวา 

 
 
1 ; probability(0)

(1)
1 (0); probability 1

u S p
S

d S p

   
    (2.34) 

 
  

   

2 2

2 2

1 ; probability(0)

(2) 1 1 (0); probability 2 (1 )

1 (0) ; probability 1

u S p

S u d S p p

d S p

      

    (2.35) 
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 

   

    

   

3 3

2 2

2 2

3 3

1 ;probability(0)

1 1 (0) ;probability 3 (1 )
(3)

1 1 (0) ;probability 3 1

1 (0) ; probability 1

u S p

u d S p p
S

u d S p p

d S p

         

         (2.36) 

จากแนวคิดนี้ถากําหนดให i  สําหรับ 0,1,2,...,i n  เปนจํานวนครั้งหรือจํานวนคาบเวลาท่ี

ราคาหุนข้ึน โดยท่ีความนาจะเปนท่ีหุนข้ึนในแตละครั้ง เทากับ p  และ n i  เปนจํานวนครั้งท่ีราคา

หุนลง โดยท่ีความนาจะเปนท่ีหุนข้ึนในแตละครั้ง เทากับ 1 p  จะไดวา i เปนตัวแปรเชิงสุมท่ีมีการ

แจกแจงความนาจะเปนแบบทวินาม ดังนั้นความนาจะเปนท่ีหุนข้ึน i  ครั้งจากท้ังหมด n  ครั้ง 

เทากับ     

 1 n iin
p p

i
      

     เม่ือ  !
!( )!

n n
i i n i
      

               (2.37) 

ตัวอยางเชน ถาพิจารณาจํานวนครั้งท่ีราคาหุนข้ึน i  ครั้ง จากการพิจารณาการลงทุน 

10n   คาบ โดยกําหนดความนาเปนท่ีหุนข้ึนในแตละครั้ง เทากับ 0.5 จะไดความนาจะเปนท่ีหุนข้ึน

จํานวน i  ครั้ง สําหรับ 0,1,...,10i   แสดงไดดังตารางตอไปนี้ 

จํานวนครั้งท่ีหุนข้ึน  i  ความนาจะเปน ( )p i  

0 0.0009765625  
1 0.0097656250   
2 0.0439453125   
3 0.1171875000   
4 0.2050781250   
5 0.2460937500   
6 0.2050781250   

7 0.1171875000   

8 0.0439453125   

9 0.0097656250   

10 0.0009765625   
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รูปท่ี 2.5 ความนาจะเปนท่ีหุนข้ึนจํานวน i  ครั้ง 0,1,...,10i    

จาก (2.37) ทําใหได ราคาหุน ( )S n  ณ เวลา n  เทากับ 

( )S n     1 1 (0)i n iu d S      (2.38) 

ดวยความนาจะเปน  1 n iin
p p

i
      

 สําหรับ  0,1,...,i n   

ตัวอยางท่ี 2.8 สมมติใหราคาหุน ( )S t เปนไปตามแบบจําลองตนไมทวิภาค จงคํานวณหา u  และ 

d  ท่ีทําให 
87 ;

(1)
76 ;

S
  

  และ  (2) 92 ;S     

วิธีทํา จากแผนภาพตนไมทวิภาค จะได    
 
 
1 (0) 87

(1)
761 (0)

u S
S

d S

        
 

และ                             
 
  

 

2

2

1 (0) 92
(2) 1 1 (0) ?

?1 (0)

u S

S u d S

d S

             

 

นั่นคือ         1 87(0)u S                  (1) 

  1 (0) 76d S                   (2) 

                                                          21 92(0)u S                 (3) 
(3) ;
(1)

                         921 0.0575
87

u u     

(2) ;
(1)

                        1 76 76 921 0.0762
1 87 87 87

d d d
u

         
 

ดังนั้น   0.0575u    และ 0.0762d                    
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ตัวอยางท่ี 2.9 สมมติใหราคาหุน ( )S t เปนไปตามแบบจําลองตนไมทวิภาค จงคํานวณหา u  และ 

d  ท่ีทําให 
121 ;

(2) 110 ; or
100 ;

S
    

 เม่ือกําหนดให  (0) 100S    

วิธีทํา จากแผนภาพตนไมทวิภาค จะได   

 
  

 

2

2

1 100 ; 121 ;
(2) 1 1 100 ; or 110 ; or

100 ;1 100 ;

u

S u d

d

                     

 

นั่นคือ        21 100 121u                                   (1) 

           1 1 100 110u d                                   (2)                                                            

                                                            21 100 100d                           (3) 

แกสมการ (3)   จะได  0d   ( 1d  )   

แกสมการ (1)    จะได  0.1u   ( u d ) 

ดังนั้น   0.1u    และ 0d                

ตั วอย าง ท่ี  2.10 สมมติ ให ร าคาหุ น  ( )S t เป น ไปตามแบบจํ าลองต น ไม ท วิภ าค  โดย ท่ี
32 ;

(2) 28 ; or
;

S
x

    

 จงคํานวณคาของ x  และตรวจสอบวาสามารถสรางตนไมทวิภาคของราคา

ไดสมบูรณหรือไม ถาสรางได สรางไดแบบเดียวหรือไม 

วิธีทํา  จากแผนภาพตนไมทวิภาค จะได 

                              
 
  

 

2

2

1 (0) ; 32 ;
(2) 1 1 (0); or 28 ; or

;1 (0) ;

u S

S u d S
xd S

                     

 

นั่นคือ                         21 (0) 32u S                     (1) 

               1 1 (0) 28u d S                           (2)                                                            

                                                                21 (0)d S x                     (3) 

(1) (3);  จะได                                   
2

1 1 (0) 32u d S x                        (4) 

แทน (2) ใน (4) จะได                     
2

2 2828 32 24.50
32

x x     

จากสมการ (1) และ (3) ได   321
(0)

u
S

   และ 24.501
(0)

d
S

     ตามลําดับ 
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1 d u     จะได   24.501
(0)

d
S

   และ  321
(0)

u
S

   

นั่นแสดงวา เม่ือกําหนด (0) 0S   จะสามารถสรางตนไมทวิภาคของราคาไดสมบูรณและสรางได

แบบเดียว โดยท่ี 

                                     
;probability

( )
;prob

24.501
(0)

321
(0

i
)

ab lity 1

p
K

S

n
p

S

 

 

 

     

เง่ือนไข bt-1 และ bt-2 ทําใหไดวากลไกราคาของหุนจะเคลื่อนไหวสัมพันธกับราคาของสินทรัพยท่ี

ไมมีความเสี่ยง และ เปนเง่ือนไขท่ีเพียงพอของทฤษฎีบทท่ีจะกลาวถึงในหัวขอตอไปนี้ 

2.5 ความเปนกลางตอความเส่ียง 

 คําวา ความเส่ียง ในท่ีนี้จะหมายถึงโอกาสท่ีการลงทุนนั้นไดผลตอบแทนไมไดเปนไปตามท่ี

คาดหวังไวหรือสูญเสียเงินตนจากการลงทุน หรือเสี่ยงท่ีจะเสียโอกาสในการลงทุนกับโครงการลงทุน

อ่ืนท่ีไดผลตอบแทนท่ีดีกวา เปนตน โดยในหัวขอกอนหนานี้ไดกลาวถึงการใชสวนเบี่ยงมาตรฐานเปน

ดัชนีวัดความเสี่ยง ในหัวขอนี้จะแบงพฤติกรรมของนักลงทุนท่ีมีตอความเสี่ยงโดยใชคาคาดหวังของ

ผลตอบแทนเปนเกณฑในการแบง  

ตามพจนานุกรมฉบับราชบัณฑิตยสถานไดจําแนกพฤติกรรมของท่ีคนตอความเสี่ยงไดเปน 3 

ประเภท คือ  

1) การไมชอบความเสี่ยง หรือ การหลีกเลี่ยงความเสี่ยง (risk aversion) นักลงทุนท่ีอยูใน

กลุมไมชอบความเสี่ยงจะมองหาการลงทุนท่ีตองม่ันใจวา อัตราผลตอบแทนคาดหวังของการลงทุน 

ใด ๆ จะตองมากกวาอัตราดอกเบี้ยในตลาด   

2) การชอบความเสี่ยงหรือการคนหาความเสี่ยง (risk seeking) นักลงทุนท่ีอยูในกลุมชอบ

ความเสี่ยงจะมองหาการลงทุนท่ีมีโอกาสทํากําไรไดสูงถึงแมวาอัตราผลตอบแทนคาดหวังของการ

ลงทุนใด ๆ จะตํ่ากวาอัตราดอกเบี้ยในตลาดก็ตาม เชน นักเสี่ยงโชคจากการซ้ือลอตเตอรี่ นักเก็งกําไร

ในหุนท่ีมีความผันผวนของราคาสูง  
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 3) การเปนกลางตอความเสี่ยง (risk neutral) ซ่ึงเปนประเภทของพฤติกรรมตอความเสี่ยง

ท่ีไมไดเปนท้ังกลุมท่ีไมชอบความเสี่ยงและกลุมท่ีชอบความเสี่ยง   

เม่ือพิจารณาถึงราคาของหุนในอนาคตซ่ึงแนนอนวาเปนสิ่งท่ีเราไมมีทางรูได แตเปนไปไดท่ี

จะคาดเดาจากคาคาดหวังของราคาจากแบบจําลองตนไมทวิภาค ดังนั้นแนวทางหนึ่งสําหรับการ

วิเคราะหความเสี่ยงคือการเปรียบเทียบคาคาดหวังของอัตราผลตอบแทนจากการลงทุนในหุนกับคา

คาดหวังของการลงทุนในสินทรัพยท่ีไมมีความเสี่ยง ซ่ึงแนวคิดนี้สามารถนําไปประยุกตใชอยางมาก

ในทฤษฎีของอนุพันธทางการเงิน (เชน ออปชัน ฟอรเวิรด ฟวเจอรส) ซ่ึงปรากฎในหนังสือเก่ียวกับ

การกําหนดราคาตราสารอนุพันธท่ัวไปรวมถึงในตําราเลมนี้ดวย 

พิจารณาคาคาดหวังของราคาหุน ( )S t  สําหรับท่ีเวลา 1t   กอน จากแบบจําลองตนไม

ทวิภาค จะได  

(0)(1 ) ;probability
(1)

(0)(1 ) ;probability 1
S u p

S
S d p

   
 

ดังนั้น        [ (1)] (0)(1 ) (1 ) (0)(1 ) (0)(1 [ (1)])E S pS u p S d S E K        

เม่ือ   [ (1)] (1 )E K pu p d    โดยจะขยายแนวคิดนี้ไปยัง คาคาดหวังของราคา สําหรับท่ีเวลา 

t n  จะไดผลลัพธ ตามทฤษฎีบทตอไปนี้ 

ทฤษฎีบท 2.21 ภายใตเง่ือนไข bt-1 จะไดวา คาคาดหวังของอัตราผลตอบแทน  

[ ( )] (1 )E K n pu p d    

สําหรับทุก ๆ 0,1,2,...n   

พิสูจน จากเง่ือนไข bt-1 เราทราบวา
;probability

( )
;probability 1

u p
K n

d p
 

สําหรับทุก ๆ 0,1,2,...n   

โดยนิยามของคาคาดหวัง  จะได  [ ( )] (1 )E K n pu p d                      

ทฤษฎีบท 2.22 ให ( )S n เปนราคาหุนท่ีเวลา t n  สําหรับ 0,1,2,...n   จะไดวา 

[ ( )] (0)(1 [ (1)])nE S n S E K      (2.39) 

เม่ือ   [ (1)] (1 )E K pu p d    
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พิสูจน  เพราะวา ( )S n  เปนมูลคาอนาคตท่ีถูกสะสมจากเงินตน (0)S ดวยตัวประกอบเงินสะสม

1 (0, )K n  

นั่นคือ           ( ) (0)[1 (0, )]S n S K n   

ผลท่ีตามมาคือ      ( ) (0) [1 (0, )] (0) 1 [ (0, )]E S n S E K n S E K n     

โดยทฤษฎีบท 2.18,           1 ( (0, )) 1 (1) 1 (2) . . . 1 ( )E K n E K E K E K n      

และจาก [ ( )] [ (1)]E K n E K   สําหรับทุก ๆ 1,2,...n    

จึงไดวา        ( ) (0) 1 [ (1)] nE S n S E K                  

 
รูปท่ี 2.6  ( )E S n เปนมูลคาสะสมของเงิน (0)S สะสมดวยฟงกชันสะสม  1 [ (1)] nE K  

สําหรับการลงทุนกับสินทรัพยท่ีไมมีความเสี่ยงดวยเงินตน (0)S  เทากัน โดยมีอัตราดอกเบี้ยทบตน r  

ตอคาบซ่ึงสมมูลกับอัตราดอกเบี้ยทบตนตอเนื่อง  จะไดเงินสะสมจากการลงทุนเปนระยะเวลา n  

คาบ เทากับ (0)(1 )nS r   นั่นคือราคาสินทรัพยท่ีไมมีความเสี่ยงท่ีเวลา t n  เทากับ  

   (0)(1 ) (0)n nS r S e        (2.40) 

 และคาคาดหวังของราคาสินทรัพยท่ีไมมีความเสี่ยงนี้ จะเทากับ 

(0)(1 ) (0)(1 )n nE S r S r         (2.41) 

จาก (2.39) และ (2.41) ทําใหไดวาถาตองการเปรียบเทียบคาคาดหวังของราคาหุนกับราคาสินทรัพย

ท่ีไมมีความเสี่ยง (เชน ตราสารหนี้) นั้น เพียงพอท่ีจะเปรียบเทียบเฉพาะระหวางอัตราดอกเบี้ย r  กับ 

[ ( )]E K n  และในท่ีนี้จะแบงประเภทนักลงทุนโดยใชความสัมพันธระหวาง r  กับ [ ( )]E K n   ไดดังนี้  

    เรียก นักลงทุนท่ีชอบลงทุนในหุน เม่ือ [ ( )]E K n  r  วา นักลงทุนประเภทไมชอบความเสี่ยง 

    เรียก นักลงทุนท่ีชอบลงทุนในหุน เม่ือ [ ( )]E K n  r  วา นักลงทุนประเภทชอบความเสี่ยง 

    เรียก นักลงทุนท่ีชอบลงทุนในหุน เม่ือ [ ( )]E K n r  วา นักลงทุนประเภทเปนกลางตอความเสี่ยง 
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สําหรับในทางคณิตศาสตรการเงินจะศึกษาทฤษฎีตาง ๆ ภายใตความเปนกลางตอความ

เสี่ยงนั่นคือ หาความนาจะเปน *p ซ่ึงทําให *[ ( )]E K n r  

โดยเรียก *p ดั งกล าววา ความน าจะเปนความเปนกลางตอความเส่ียง (risk-neutral 

probability) และเรียก *E  วา การคาดหวังความเปนกลางตอความเส่ียง (risk-neutral 

expectation)  

โดยนิยามของคาคาดหวังและ ( )K n  จะได 

      *[ ( )] * (1 *)E K n p u p d   r                    (2.42) 

เม่ือแกสมการเพ่ือหา *p  จะได 

1*
d

r dp
u ud

e d  






      (2.43) 

หมายเหตุ  ในท่ีนี้นักลงทุนจะตองจําไวเสมอวาความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยง *p  

คํานวณไดในเชิงทฤษฎี ดังนั้นในทางปฏิบัติ *p  อาจจะเทาหรือไมเทากับความนาจะเปนท่ีแทจริง 

p  ก็ได สําหรับตลาดการลงทุนท่ี *p p  จะเรียกวา ตลาดความเปนกลางตอความเสี่ยง (risk-

neutral market) และถึงแมวา *p  กับ  p  จะไมมีความสัมพันธกันซ่ึงหมายถึงถาเราทราบคา *p  

ก็ไมสามารถใช *p  เพ่ือคํานวณหา p  แต *p  มีประโยชนในแงของการนําไปใชในการศึกษาเชิง

ทฤษฎี การนําไปใชประโยชนในเรื่องของการประเมินมูลคาและการกําหนดราคาสินทรัพย 

โดยเฉพาะอยางยิ่งสินทรัพยท่ีเปนตราสารอนุพันธ ซ่ึงจะกลาวถึงในบทตอไป 

ตัวอยางท่ี 2.11 กําหนดให 0.2u    และ 0.1r   จงหา *p  ในเทอมของ d  

วิธีทํา เพราะวา * r dp
u d





  ดังนั้น  0.1*
0.2

dp
d





       

  

ตัวอยางท่ี 2.12 จงแสดงวา  d r u    ก็ตอเม่ือ 0 * 1p   

วิธีทํา  เพราะวา 0 * 1 0r dp r d u d
u d


       


 ( 0u d  ) d r u       
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ความหมายในเชิงเรขาคณิตของความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยง *p สามารถอธิบายได

ตามรูปท่ี 2.5 คือ หากพิจารณา ( *,1 *)p p เปนเวกเตอรในระนาบ 2
  จะไดวาเวกเตอร 

( *,1 *)p p  ตั้งฉากกับเวกเตอร ( , )u r d r   เนื่องจาก 

( *,1 *)p p  ( , ) *( ) (1 *)( )u r d r p u r p d r        

                                * (1 *) * (1 *)
r

p u p d p r p r


     


 0r r    

นอกจากนี้ยังไดวา ( *,1 *)p p  เปนจุดบนเสนตรงท่ีเชื่อมระหวาจุด (0,1)  และ จุด (1,0)  ดังรูป 

 

รูปท่ี 2.7 ความหมายเชิงเรขาคณิตของความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยง *p  

 
รูปท่ี 2.8 ความหมายเชิงเปรียบเทียบ *p  กับคานสมดุล  

หากพิจารณาอัตราดอกเบี้ย r  ของการลงทุนท่ีไมมีความเสี่ยงเปนจุดหมุนของคานจะไดวา *p  และ  

1 *p  เปรียบเสมือนแรงท่ีมีทิศทางตรงขามกันมากระทําตอปลายคานท่ีมีมวล u  และ d  

ตามลําดับเพ่ือใหคานอยูในสถานการณสมดุล 

ตัวอยางท่ี 2.13 การประยุกตใช "ความเปนกลางตอความเสี่ยง" ในเชิงการตัดสินใจลงทุนและ

วิเคราะหกลยุทธ ในโลกจริง เชน การจัดพอรตลงทุน มีดังนี้ ในการวิเคราะหกลยุทธลงทุนโดย

เปรียบเทียบกับสินทรัพยท่ีไมมีความเสี่ยง สมมติผูจัดการกองทุนรายหนึ่งมีตัวเลือกในการลงทุน
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ระหวาง 

• หุน A ท่ีมีลักษณะไมแนนอน (ความเสี่ยงสูง) 

• หรือเลือกลงทุนในพันธบัตรรัฐบาล (Risk-Free Asset) ท่ีใหผลตอบแทน 3%r =  ตอป 

จากการวิเคราะหสถานการณเศรษฐกิจ ผูจัดการกองทุนประเมินวาในปหนาหุน A จะมีผลตอบแทน

เปนไปได 2 กรณี 

สถานการณ ผลตอบแทนจากหุน A ( ( )K n ) ความนาจะเปนจริง ( p ) 

ตลาดดี (Up) +12% 60% 

ตลาดแย (Down) −4% 40% 

การวิเคราะหดวยแนวคิดความเปนกลางตอความเสี่ยง 

1) คํานวณคาคาดหวังจริงของหุน A 

[ ( )] 0.6 0.12 0.4 ( 0.04) 0.072 0.016 0.056 5.6%E K n = ⋅ + ⋅ − = − = =  

จากคาคาดหวังนี้ ผูจัดการกองทุนทราบวา หุน A มีผลตอบแทนคาดหวังสูงกวาสินทรัพยไรความ

เสี่ยง ( 3%r = ) 

2) ใชแนวคิด "Risk Neutral Benchmarking" เพ่ือตัดสินใจ 

กําหนดใหตองการทราบวา ในความเปนกลางตอความเสี่ยง (คือ *[ ( )] 3%E K n r= = ) นักลงทุน

ควรประเมินวา หุนนี้มีความ “นาสนใจ” หรือไม โดยดูวาคาคาดหวังจริงสูงกวา benchmark หรือไม 

• ถา *[ ( )] [ ( )]E K n E K n r> =  → นักลงทุนจะมีแรงจูงใจลงทุนในหุน 

• ถา [ ( )]E K n r<  → นักลงทุนควรหลีกเลี่ยง (แมบางสถานการณจะไดกําไรสูง) 

ดังนั้น ขอสรุปเชิงกลยุทธ คือ 

• หุน A มีผลตอบแทนคาดหวังสูงกวาอัตราผลตอบแทนของสินทรัพยไมมีความเสี่ยง (5.6% > 

3%) 

• แมมีความเสี่ยง แตผูจัดการกองทุนอาจเลือกลงทุนในหุน A ได หากเขา ไมเปนกลางตอ

ความเสี่ยง (เชน ชอบความเสี่ยง หรือมีการกระจายความเสี่ยงดี)     

จากตัวอยางจะเห็นวาแนวคิด "Risk Neutral Benchmarking" เพ่ือตัดสินใจ มีประโยชน คือ 
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1) ชวยประเมินวาอัตราผลตอบแทนท่ีคาดหวัง "คุมคา" กับความเสี่ยงหรือไม 

2)  ใชเปนเกณฑเปรียบเทียบระหวางสินทรัพยเสี่ยงกับสินทรัพยปลอดภัย 

3)  ใชจัดอันดับสินทรัพยเพ่ือตัดสินใจลงทุนตามพฤติกรรมของนักลงทุนแตละประเภท (risk-

averse, risk-seeking, risk-neutral) 

2.6 สมบัติมารทิงเกล 

แนวคิดของมารทิงเกล (Martingale) มีจุดเริ่มตนจากการศึกษาพฤติกรรมของเกมท่ียุติธรรม 

ซ่ึงหมายถึงเกมท่ีคาคาดหวังของกําไรหรือขาดทุนในแตละครั้งมีคาเปนศูนย โดยท่ีผลของการเดิมพัน

ในอดีตไมสามารถนํามาใชทํานายผลในอนาคตไดอยางมีประสิทธิภาพ กลาวคือ หากให iX  แทน

มูลคาของพอรตหรือเงินลงทุนหลังการเดิมพันครั้งท่ี i  และ 1 2, ,..., iZ Z Z  แทนผลลัพธกอนหนา 

สมบัติมารทิงเกลจะกําหนดวา 

1 1 2[ , ,..., ]i i iE X Z Z Z X+ =∣  

ซ่ึงหมายความวา คาคาดหวังของเงินลงทุนในรอบถัดไป เม่ือพิจารณาขอมูลในอดีตท้ังหมด จะเทากับ

มูลคาปจจุบัน ซ่ึงสะทอนถึงแนวคิด "ตลาดท่ีมีประสิทธิภาพ" โดยขอมูลในอดีตไมสามารถใชสรางผล

กําไรอยางสม่ําเสมอในอนาคตได 

การนําแนวคิดมารทิงเกลไปใชในโลกการลงทุน 

ในเชิงการเงิน สมบัติมารทิงเกลถูกนํามาใชในการสรางแบบจําลองราคาสินทรัพย เชน ใน

แบบจําลองราคาทางการเงินแบบไรอารบิทราจ (No-Arbitrage Pricing Theory) ซ่ึงถือเปนแกน

หลักของการกําหนดราคาตราสารอนุพันธ โดยเฉพาะในแบบจําลองเวลาตอเนื่อง เชน แบบจําลอง 

Black-Scholes และแบบจําลองตนไมทวิภาค (binomial tree model) 

ตัวอยางการประยุกต 

• การประเมินราคาหุน: หากราคาหุน tS  ปรับตัวตามกระบวนการมารทิงเกลภายใตมาตร

ความเสี่ยงเปนกลาง (risk-neutral measure) จะไดวา ราคาของสินทรัพยในอนาคตมีคา

คาดหวังเทากับราคาปจจุบันท่ีปรับดวยอัตราคิดลด (discount factor) 
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• การบริหารพอรต: นักลงทุนสามารถใชมารทิงเกลเปนเกณฑเพ่ือตรวจสอบวาพอรตของตน

ไมมีแนวโนมคาดหวังท่ีจะเพ่ิมหรือลด ซ่ึงสอดคลองกับสถานะท่ีถูกปองกันความเสี่ยงอยาง

เหมาะสม 

• การกําหนดราคาตราสารอนุพันธ: แบบจําลองราคาท้ังหลายท่ีอิงมารทิงเกล เชน การใช

ความนาจะเปนแบบเสมือน (equivalent martingale measure) ชวยใหสามารถตีราคา

สินทรัพยท่ีมีความไมแนนอนไดอยางเปนระบบและหลีกเลี่ยงโอกาสการทํากําไรโดย

ปราศจากความเสี่ยง 

แนวคิดมารทิงเกลไมเพียงแตเปนพ้ืนฐานสําคัญในทฤษฎีความนาจะเปน แตยังมีบทบาทหลักในโลก

การเงิน โดยเฉพาะในการสรางแบบจําลองราคา การประเมินมูลคา การบริหารพอรต และการ

ออกแบบกลยุทธการลงทุนท่ีตั้งอยูบนสมมติฐานของตลาดท่ีมีประสิทธิภาพ การทําความเขาใจสมบัติ

นี้จึงชวยใหนักลงทุนและนักวิเคราะหสามารถตีความพฤติกรรมของราคาสินทรัพยในบริบทท่ี

สอดคลองกับหลักเศรษฐศาสตรการเงินสมัยใหมไดอยางลึกซ้ึง 

บทนิยาม 2.23 ให   1

n
i i

Z


 และ   1

n
i i

X


 เปนลําดับของตัวแปรเชิงสุมบนปริภูมิความนาจะเปน   

จะเรียก   1

n
i i

X


 วา มารทิงเกล ท่ีเก่ียวของกับ   1

n
i i

Z


 ถา 1 1[ | ... ]i i iE X Z Z X   และเรียกลําดับ 

 1 1i i iY X X    วา ลําดับของผลตางมาร ทิ งเกล  (martingale difference sequence) ซ่ึ ง 

1 1[ | ... ] 0i iE Y Z Z   

 ตอไปจะอธิบายมารทิงเกลสําหรับราคาหุน ( )S n  จากทฤษฎีบท 2.22 ถาให *p เปนความ

นาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยง จะไดวาคาคาดหวังของราคา ( )S n  เทากับมูลคาสะสมของ

เงิน (0)S  บาทสะสมดวยอัตราดอกเบี้ยท่ีปราศจากความเสี่ยง r เปนเวลา n  คาบ   

นั่นคือ              * ( ) (0)(1 ) (0)n nE S n S r S e                       (2.44) 

โดยท่ี *[ ( )]r E K n  และ   เปนอัตราดอกเบี้ยทบตนตอเนื่องสมมูลกับ r    

เพ่ือใหสามารถเขาใจแนวคิดของมารทิงเกลไดงายข้ึนขอใหศึกษาจากตัวอยางตอไปนี้ 
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ตัวอยางท่ี 2.14 พิจารณาแบบจําลองตนไมทวิภาค 2 คาบเวลา เม่ือกําหนด (0) 100S   บาท, 

0.2u  , 0.1d   และ 0.1r   โดยสูตร (2.43) คํานวณ 2*
3

p   ซ่ึงเปนความนาจะเปนความเปน

กลางตอความเสี่ยง จากขอมูลท่ีกําหนดใหเขียนเปนตนไมทวิภาค ไดดังแผนภาพ   

 
เม่ือพิจารณาคาของ *[ (2) | (1)]E S S  เม่ือกําหนด (1) 120S   หรือ (1) 90S   จากรูปท่ี 2.9 และ 

จากบทนิยามของคาคาดหวังแบบมีเง่ือนไข จะได *[ (2) | (1)]E S S  ดังนี้ 

ถา (1) 120S     จะไดวา 

 *[ (2) | (1) 120] (2) | (1) 120E S S p S S


     2 1144 108 132 (1)(1 )
3 3

S r
                

    (1) 

ในทํานองเดียวกัน  ถา (1) 90S     จะไดวา 

 *[ (2) | (1) 90] (2) | (1) 90E S S p S S


     2 1108 81 99 (1)(1 )
3 3

S r
                

         (2) 

โดย (1) และ (2) สรุปไดวา 

                           *[ (2) | (1)] (1)(1 )E S S S r                                         (3)  

เม่ือคูณ 2(1 )r   ตลอด (3) จะได 

                 2 1*[ (2) | (1)] (1)(1 )(1 )E S S S rr                 (4) 

นั่นคือ                            

 *[ (2) | (1)] (1)E S S S                (5) 

เม่ือ ( ) ( )(1 ) nS n S n r     

เรียกความสัมพันธตามสมการ (5) วา สมบัติมารทิงเกลของราคาหุน                         

แนวคิดจากตัวอยางขางตน ทําใหทราบวาเม่ือ คาบเวลาท่ี 1  ไดผานไปแลว และทราบราคาของหุน

เทากับ (1)S  แลว ณ คาบเวลาท่ี 2 ซ่ึงเปนเวลาในอนาคต (ราคาคาหุน (2)S  ยังไมทราบคา) คา

คาดหวังความเปนกลางตอความเสี่ยงของราคาคาหุน (2)S  จะมีความสัมพันธอยางไรกับราคาหุน 

(1)S  ภายใตแบบจําลองราคาทวิภาค     
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แนวคิดดังกลาวนําไปสูทฤษฎีบท 2.24 และสมบัติมารทิงเกลของราคาหุน นั่นคือ สําหรับคาบเวลาท่ี 

n  ใด ๆ หากสมมติวา คาบเวลาท่ี n  ไดผานไปแลว และทราบราคาของหุน ( )S n  เราตองการทราบ

วาคาคาดหวังความเปนกลางตอความเสี่ยงของราคา ( 1)S n  มีความสัมพันธอยางไรกับราคาหุน 

( )S n  

ทฤษฎีบท 2.24 กําหนดให  ( )S n  เปนราคาหุน ซ่ึงเปนราคาท่ีทราบ ท่ีเวลา t n  คาคาดหวังความ

เปนกลางตอความเสี่ยงแบบมีเง่ือนไขของ ( 1)S n  จะเทากับ 

*[ ( 1) | ( )] ( )(1 )E S n S n S n r       (2.45) 

พิสูจน สมมติให ( )S n x  เม่ือเวลาผานไป n  คาบ  

 
รูปท่ี 2.9 ตนไมทวิภาคราคาหลังจากทราบราคาท่ีเวลา n  

จะได    

*[ ( 1) | ( ) ] * (1 ) (1 *) (1 )E S n S n x p x u p x d       1 * *(1 )
r

x p u p d
        

       (2.46) 

เนื่องจาก       *[ (1)] * (1 *)E K p u p d   r  

ดังนั้น      

*[ ( 1) | ( ) ]E S n S n x     1 ( ) 1x r S n r                   

ทฤษฎีบท 2.24 ทําใหทราบวาคาคาดหวังความเปนกลางตอความเสี่ยงของราคา ( 1)S n  เม่ือเวลา 

n  ไดผานไปแลว (ทราบราคา ( )S n  แลว) เทากับมูลคาสะสมของราคา ( )S n  ดวยอัตราดอกเบี้ย

ปราศจากความเสี่ยง r  เปนเวลา 1 คาบ   

จากสมการ (2.45) ถาคูณดวย ( 1)(1 ) nr     ท้ังสองขาของสมการ จะได 

( 1)*[ ( 1)(1 ) | ( )] ( )(1 )n nE S n r S n S n r         (2.47) 

กําหนดให  ( ) ( )(1 ) nS n S n r    จะได 
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 *[ ( 1) | ( )] ( )E S n S n S n      (2.48) 

ในท่ีนี้เรียก ( ) ( )(1 ) nS n S n r    วา ราคาหุนสวนลด (discounted stock prices) 

บทแทรก 2.25 (สมบัติของมารทิงเกล) กําหนดให ( ) ( )(1 ) nS n S n r   เปนราคาหุนสวนลด  

จะไดวา  *[ ( 1) | ( )] ( )E S n S n S n   สําหรับทุก ๆ 0,1,2,...n   

 จากบทแทรก 2.25 จะเห็นวา คาคาดหวังของราคาหุนสวนลดของคาบถัดไป (คาบเวลาท่ี 

1n ) เม่ือทราบราคาในปจจุบัน (คาบเวลาท่ี n ) จะเทากับราคาหุนสวนลดในปจจุบัน ซ่ึงจะกลาว

วา ราคาหุนสวนลด ( )S n  กอกําเนิดมารทิงเกล ภายใตความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยง

*p  และ กลาววา *p  เปน ความนาจะเปนมารทิงเกล 

ตัวอยางท่ี 2.15 กําหนดอัตราดอกเบี้ยของตราสารหนี้เทากับ 0.2  ตอป จงหาคาคาดหวังความเปน

กลางตอความเสี่ยงแบบมีเง่ือนไขของราคาหุน (3)S  เม่ือกําหนดราคาหุน (2) 110S   บาท 

วิธีทํา  จากทฤษฎีบท 2.23,   *[ ( 1) | ( )] ( )(1 )E S n S n S n r    

จะได                  *[ (3) | (2)] (2)(1 ) 110(1 0.2) 132E S S S r        

ดังนั้น   คาคาดหวังความเปนกลางตอความเสี่ยงแบบมีเง่ือนไขของราคาหุน (3)S  เม่ือกําหนดราคา

หุน (2) 110S   บาท  เทากับ 132 บาท                                      

ตัวอยางท่ี 2.16 (การตรวจสอบสถานะพอรตดวยสมบัติมารทิงเกล) สมมตินักลงทุนถือหุน 

(0) 100S =  บาท โดยคาดวาอีก 6 เดือนขางหนา โดยราคาหุนเคลื่อนไหวตามตัวแบบตนไมทวิภาค 

2 คาบเวลาและหากราคาหุนข้ึนจะข้ึนดวยอัตรา 0.2u = ตอคาบและหากราคาหุนลงจะลงดวย

อัตรา 0.1d = −  ตอคาบ สมมติวาอัตราดอกเบี้ยท่ีปราศจากความเสี่ยงเทากับ 4% ตอปทบตนทุก 3 

เดือน จงตรวจสอบสถานะพอรตดวยสมบัติมารทิงเกล 

วิธีทํา 1) คํานวณความนาจะเปนแบบความเปนกลางตอความเสี่ยง 

ในท่ีนี้ 0.2u =  , 0.1d = −  , 0.04 / 4 0.01r = =  

จะได  * 0.01 ( 0.1) 0.11 0.3667
0.2 ( 0.1) 0.3

 
 

r dp
u d
− − −

= = = ≈
− − −

  และ *1 0.6333p− ≈  

         2) ราคาหุนและราคาหุนสวนลดในตัวแบบตนไม 2 คาบเวลา 

จากขอมูลราคาของหุนเคลื่อนไหวตามตัวแบบตนไม 2 คาบเวลา เปนดังตารางตอไปนี้ 
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(0)S  (1)S  (2)S  
t=0 t=1 t=2 

100 120 144 

 90 108 

  81 

ตอไปจะคํานวณราคาหุนสวนลดในตัวแบบตนไม 2 คาบเวลา  ( ) ( )(1 ) nS n S n r     
0(0) (0)(1.01) (0) 100S S S−= = =  , 1(1) (1)(1.01)S S −=  และ 2(2) (2)(1.01)S S −=  

ผลลัพธท่ีไดแสดงดังตารางตอไปนี้ 

(0)S  (1)S  (2)S  

t=0 t=1 t=2 

100 118.81 141.16 

  89.11 105.87 

    79.40 

3) การตรวจสอบสมบัติมารทิงเกล  *[ ( 1) | ( )] ( )E S n S n S n   

*[ (1) | (0) 100] 0.3667(118.81) 0.6333(89.11) 100.00 (0)E S S S= = + = =   

*[ (2) | (1) 120] 0.3667(141.16) 0.6333(105.87) 118.81 (1)E S S S= = + = =   

*[ (2) | (1) 90] 0.3667(105.87) 0.6333(79.40) 89.11 (1)E S S S= = + = =   
จากผลการคํานวณจะเห็นวา  *[ ( 1) | ( )] ( )E S n S n S n   สําหรับทุก ๆ 1,2n   

ดังนั้น ราคาหุนสวนลด ( )S n  จึงมี สมบัติมารทิงเกล ภายใตความนาจะเปนความเปนกลางตอความ

เสี่ยง ( *p ) ซ่ึงแปลความไดวา 

1) พอรตการลงทุนท่ีอิงจากหุนนี้ ไมไดมีแนวโนมวาจะมีกําไรหรือขาดทุนโดยเฉลี่ยในอนาคต 

— กลาวคือ คาคาดหวังของมูลคาพอรตในอนาคตจะเทากับคาปจจุบัน 

2) เราสามารถใช ราคาหุนสวนลด ( )S n  เปน เครื่องมือวิเคราะห วา พอรตของเรามีการ

ปองกันความเสี่ยงอยางสมบูรณหรือไม 

o ถา ( )S n  เปนมารทิงเกล → พอรตมีสถานะปองกันความเสี่ยงสมดุล 

o ถาไมเปน → อาจมีชองวางหรือความเสี่ยงท่ียังไมไดถูกปองกัน 

3) สามารถใช สมบัติมารทิงเกลของ ( )S n  เปน พ้ืนฐานในการสรางกลยุทธลงทุนแบบ Delta-
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Neutral หรือ Portfolio Immunization 

o เพราะกลยุทธเหลานี้ตองการใหพอรตไมตอบสนองเชิงกําไร/ขาดทุนตอการ

เคลื่อนไหวของราคาในอนาคต 

o การท่ีราคาหุนสวนลดมีสมบัติมารทิงเกลชวยยืนยันวา พอรตจะไมคาดหวัง

ผลตอบแทนเกินกวาความเปนจริงในเชิงสถิติ                                           

หมายเหตุ: การลงทุนแบบ Delta-Neutral เปนกลยุทธท่ีปรับพอรตใหไมไวตอการเปลี่ยนแปลงของ

ราคาหลักทรัพยในระยะสั้น โดยกําหนดใหคา ∆  ของพอรตโดยรวมเทากับศูนย โดยท่ีคา ∆  ของ

พอรต คือ อัตราการเปลี่ยนแปลงของมูลคาพอรตเม่ือราคาของสินทรัพยอางอิงเปลี่ยนไป 1 หนวย 

กลาวอีกนัยหนึ่งคือ V
S

∂
∆ =

∂
 เม่ือ V  คือมูลคาพอรต และ S  คือราคาสินทรัพยอางอิง เชน หุน 

หากพอรตมีคา 0∆ =  แสดงวามูลคาพอรตไมเปลี่ยนแปลงหากราคาหุนเปลี่ยนเพียงเล็กนอย 

2.7 ทฤษฎีบทหลักมูลการกําหนดราคาสินทรัพย 

ในการกําหนดราคาสินทรัพยทางการเงิน เชน หุน ตราสารหนี้ หรือออปชัน หลักการสําคัญ

ท่ีรับรองความสมเหตุสมผลของราคาคือ “การไมมีชองทางในการทํากําไรโดยปราศจากความ

เส่ียง” หรือท่ีเรียกวา หลักการปราศจากการคากําไร (no-arbitrage principle) 

ทฤษฎีบทหลักมูลการกําหนดราคาสินทรัพย เปนเสาหลักสําคัญของการเงินเชิง

คณิตศาสตร ซ่ึงระบุเง่ือนไขท่ีจําเปนและเพียงพอสําหรับการมีอยูของการกําหนดราคาสินทรัพยอยาง

เหมาะสมภายใตแบบจําลองความนาจะเปน โดยเฉพาะอยางยิ่ง ทฤษฎีบทนี้แสดงใหเห็นวา การไมมี

อารบิทราจมีความสมมูลกับการมีอยูของความนาจะเปนท่ีเรียกวา “ความเปนกลางตอความ

เส่ียง” (risk-neutral probability) ซ่ึงสามารถนํามาใชประเมินมูลคาของตราสารอนุพันธใน

แบบจําลองตาง ๆ 

ในหัวขอนี้ จะกลาวถึงแนวคิดนี้ผานกรอบของ แบบจําลองตนไมทวิภาค ซ่ึงเปนจุดเริ่มตน

สําคัญในการพัฒนาสูแบบจําลองท่ีซับซอนยิ่งข้ึน เชน แบบจําลอง Black-Scholes ท่ีใชในตลาด
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การเงินจริง ทฤษฎีบทนี้ไมเพียงแตมีความสําคัญในเชิงทฤษฎีเทานั้น แตยังมี บทบาทในการพัฒนา

เครื่องมือกําหนดราคาและบริหารความเส่ียงในตลาดทุนท่ัวโลก 

 พิจารณาแบบจําลองราคาตนไมทวิภาคท่ีมี 
;

( )
;

u
K n

d
  

  และ r  เปนอัตราดอกเบี้ยจาก

การลงทุนท่ีปราศจากความเสี่ยง (ตราสารหนี้) จะไดความสัมพันธระหวางหลักการปราศจากการคา

กําไร กับ ,d u  และ r  ดังนี้  

ทฤษฎีบท 2.26 แบบจําลองราคาตนไมทวิภาคจะสอดคลองกับหลักการปราศจากการคากําไรก็

ตอเม่ือ  d r u    

พิสูจน เนื่องจากตนไมทวิภาค 1 คาบเวลา กอกําเนิด ตนไมทวิภาค n  คาบเวลา ดังนั้นเพียงพอท่ีจะ

พิจารณาเพียงตนไมทวิภาค 1 คาบเวลา เทานั้น 

( ) สมมติวาแบบจําลองราคาตนไมทวิภาคสอดคลองกับหลักการปราศจากการคากําไร และสมมติ

โดยใหเกิดขอขัดแยงวา r d  หรือ r u   

ถา r d  ท่ีเวลา 0t   สามารถทําธุรกรรมไดดังนี้  ยืมเงินจํานวน (0)S  บาท อัตราดอกเบี้ย r  

จากนั้นนําเงินท่ีได ไปซ้ือหุน 1 หุน ซ่ึงจะทําใหได (0) 0V    รอจนถึงเวลา 1t   ใหทําธุรกรรมได

ดังนี้ ขายหุนท่ีมีอยู 1 หุน รับเงิน (1)S  บาทและคืนเงินท่ียืมมาเปนเงิน (0)(1 )S r  บาท 

ดังนั้นจะได   
(1 ) (0) (0)(1 ) ;

(1) (1) (0)(1 )
(1 ) (0) (0)(1 ) ;

u S S r
V S S r

d S S r
           

    

                       ;
(0) 0

;
u r

S
d r

           
  ( 0r d u d r u r       ) 

ซ่ึงขัดแยงกับหลักการปราศจากการคากําไร  

ถา r u  ท่ีเวลา 0t   สามารถทําธุรกรรมไดดังนี้  ยืมหุน 1 หุนมาขาย รับเงิน (0)S  บาท นําเงินท่ี

ไดไปลงทุนในตราสารหนี้ท่ีมีอัตราดอกเบี้ย r   ซ่ึงจะทําใหได (0) 0V    รอจนถึงเวลา 1t   ใหทํา

ธุรกรรมไดดังนี้ ขายตราสารหนี้รับเงิน (0)(1 )S r บาท ซ้ือหุนคืน 1 หุนจายเงิน (1)S  บาท 

ดังนั้น    (1) (0)(1 ) (1)V S r S  
;

(0) 0
;

r u
S

r d

           
 ( 0d u r r u r d       ) 

ซ่ึงขัดแยงกับหลักการปราศจากการคากําไร  
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จากท้ังสองกรณีจึงทําใหสรุปไดวา d r u    

( ) สมมติวา d r u   จะแสดงวา แบบจําลองราคาตนไมทวิภาคสอดคลองกับหลักการปราศจาก

การคากําไร ให [ , ]x y  เปนพอรตการลงทุน ซ่ึง (0) 0V   จะได  

(0) (0) 0xS yA       (1) 

จากสมการ (1) ทําให (0)[ , ] [ , ]
(0)

Sx y x x
A

   และเนื่องจาก (1) (1) (1)V xS yA   และ (1) 0V   

(เง่ือนไข solvency) ทําใหได 

 

(0)(1 ) (0) (0)(1 ) ;
(0)

(1)
(0)(1 ) (0) (0)(1 ) ;
(0)

Sx u S x A r
A

V
Sx d S x A r
A

                          

;
(0) 0

;
u r

xS
d r

     
      (2) 

เนื่องจาก  0d r u d r u r        สงผลให  0x    ดังนั้นได   (1) 0V     

จึงสามารถสรุปไดวา แบบจําลองราคาตนไมทวิภาคสอดคลองกับหลักการปราศจากการคากําไร      

ทฤษฎีบท 2.27 แบบจําลองราคาตนไมทวิภาคจะสอดคลองกับหลักการปราศจากการคากําไร ก็

ตอเม่ือ มีความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยง *p  ซ่ึง  0 * 1p    

พิสูจน ไดโดยตรงจาก ตัวอยางท่ี 2.12 และ ทฤษฎีบท 2.26        

ทฤษฎีบท 2.28 (ทฤษฎีบทหลักมูลการกําหนดราคาสินทรัพย) 

หลักการปราศจากการคากําไร สมมูลกับ การมีความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยง *P  บน

ปริภูมิความนาจะเปนของสถานการณ   ซ่ึง *( ) 0P    สําหรับแตละสถานการณ     และ

ราคาหุนสวนลด ( ) ( )(1 ) nS n S n r    สอดคลองกับเง่ือนไข 

*[ ( 1) ( )] ( )E S n S n S n        

สําหรับทุก ๆ 0,1,2,...n    

โดย บทแทรก 2.25 และทฤษฎีบท 2.28 ทําใหไดวาทฤษฎีบทหลักมูลการกําหนดราคาสินทรัพยเปน

ทฤษฎีท่ีแสดงความสมมูลระหวางหลักการปราศจากการคากําไรกับสมบัติมารทิงเกล นั่นเอง 

 



บทท่ี 2 แบบจําลองราคาไมตอเนื่อง                                                                       99 

วิชัย วิทยาเกียรติเลิศ สาขาวิชาคณิตศาสตรและสถิติ มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร 

ตัวอยางท่ี 2.17 กําหนดอัตราดอกเบี้ยของตราสารหนี้เทากับ 8 %  ตอป และสมมติวา ราคาหุนมี

การเคลื่อนไหวตามสถานการณท่ีเปนไปได 4 สถานการณ ดังนี้ 

สถานการณ (0)S  (1)S  (2)S  

1  100 110 122 

2  100 110 108 

3  100 90 100 

4  100 90 90 

จงตรวจสอบวาการเคลื่อนไหวของราคาหุนตามสถานการณดังกลาวสอดคลองกับหลักการปราศจาก

การคากําไรหรือไม 

วิธีทํา โจทยกําหนดให 0.1r   และจากตารางแสดงการเคลื่อนไหวของราคาหุนสามารถเขียนแทน

ดวยแผนภาพตนไมไดดังนี้ 

 
เม่ือ *, *a b  และ *c  เปนความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยงแตละข้ัวก่ิงของตนไมดังรูป 

จากแผนภาพคํานวณ  *, *a b  และ *c  ไดดังนี้ 
0.08 ( 10 /100)*

10
9

/100 ( 10 /100)
0.a  

 
 

,  0.08 ( 2 /110)*
(12 /1

40.
10) ( 2 /1

771
10)

b  
 

 
 และ 

0.08 0*
(10

20
/ 90)

.7
0

c 
 


  

จะได     1*( ) * * 0.9( 600.7714 6942) .P a b      

       2*( ) * 1 * 0.9 40(0.228 .20576)P a b      

       3*( ) 1 * * 0 2.1(0. ) 0.0772P a c      

       4*( ) 1 * 1 * 0.1(0.2 88) 0.02P a c       

ดังนั้น มีความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยง *P  ซ่ึง *( ) 0P     สําหรับทุก ๆ     

ตอไปคํานวณราคาหุนสวนลดจาก ( ) ( )(1 ) nS n S n r    สําหรับทุก ๆ 0,1n    ซ่ึงจะไดแผนภาพ

ตนไมของราคาสวนลด ( )S n  ดังนี้ 
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จากแผนภาพคํานวณ *[ ( 1) ( )]E S n S n สําหรับทุก ๆ 0,1n    ไดดังนี้  

1 1*[ (1) (0) 100] 0.9(110)(1.08 ) 0.1(90)(1.08 ) 100 (0)E S S S        
2 2*[ (2) (1) 110] 0.7714(122)(1.08 ) 0.2286(108)(1.08 )E S S      

                         1108(1.08 ) (1)101.8515 S     

 2 2*[ (2) (1) 90] 0.72(100)(1.08 ) 0.28(90)(1.08 )E S S      

      190(1.08 ) (1)83.33 S    

ดังนั้น โดยทฤษฎีบทหลักมูลการกําหนดราคาสินทรัพย การเคลื่อนไหวของราคาหุนตามสถานการณ

ดังกลาวสอดคลองกับหลักการปราศจากการคากําไร        

2.8 แบบจําลองราคาตนไมไตรภาค 

แบบจําลองราคาตนไมไตรภาค (Trinomial Tree Price Model) เปนการขยายแนวคิดจาก

แบบจําลองราคาตนไมทวิภาคของ Cox, Ross และ Rubinstein โดยเพ่ิมจํานวนก่ิงในแตละชวงเวลา 

จากเดิมท่ีราคาสามารถ "เพ่ิมข้ึน" หรือ "ลดลง" เทานั้น ใหสามารถ "เพ่ิมข้ึน" "ลดลง" หรือ "ทรงตัว" 

ได นั่นหมายความวาการเคลื่อนไหวของราคาสินทรัพยในแตละชวงเวลาสามารถเกิดข้ึนได 3 

ทางเลือก ทําใหแบบจําลองมีความยืดหยุนและสามารถสะทอนพฤติกรรมของราคาสินทรัพยในโลก

จริงไดดียิ่งข้ึน แบบจําลองนี้ไดรับความนิยมในวงการการเงิน โดยเฉพาะในการกําหนดราคาตราสาร

อนุพันธ เชน ออปชัน ซ่ึงมีลักษณะซับซอนหรือมีเง่ือนไขเฉพาะ เชน ออปชันแบบอเมริกัน หรือออป

ชันท่ีสามารถใชสิทธิไดหลายชวงเวลา การใชแบบจําลองตนไมไตรภาคชวยใหการประมาณคามีความ

แมนยํามากข้ึนเม่ือเทียบกับแบบจําลองสองก่ิง โดยเฉพาะเม่ือจํานวนชวงเวลาในแบบจําลองมีจํากัด 
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ในหัวขอนี้ จะกลาวถึงโครงสรางของแบบจําลองราคาตนไมไตรภาค พรอมท้ังเง่ือนไขท่ีใชใน

การสรางโมเดล ตลอดจนการคํานวณคาความนาจะเปนและการนําไปใชในการกําหนดราคา

สินทรัพยทางการเงิน 

  แบบจําลองราคาตนไมไตรภาค เปนแบบจําลองท่ีขยายแนวความคิดของแบบจําลองราคา

ตนไมทวิภาคของ ( )K n  จากตนไม 2 ก่ิง ไปยังตนไม 3 ก่ิง ดังนั้นการเคลื่อนไหวของราคาจะไมไดมี

เฉพาะแคข้ึนกับลงเทานั้น แตจะมีการเคลื่อนไหวของราคาท่ีอยูระหวาง 2 ก่ิงนั้น คือมีการเคลื่อนไหว

ของราคาเปนไปได 3 ทาง โดยแบบจําลองราคาตนไมไตรภาค มีเง่ือนไขดังนี้ 

 เง่ือนไข tt-1 กําหนดใหอัตราผลตอบแทนตอคาบ ( )K n  เปนตัวแปรเชิงสุมท่ีอิสระกัน 

นิยามในรูป 

;probability
( ) ;probability

;probability 1

u p
K n m q

d p q

  

    (2.49) 

เม่ือ d m u    และ 0 , , 1p q p q     

 เชนเดียวกับในแบบจําลองตนไมทวิภาค u  และ d  แทนการเคลื่อนไหวของราคาข้ึนและลง 

ตามลําดับ ในขณะท่ี m  แทนการเคลื่อนไหวของราคาท่ีอยูระหวางราคาท่ีเคลื่อนไหวข้ึนและลง ถา 

0m   จะเรียกวา ศูนยกลางหลัก (typical neutral) 

 เง่ือนไข tt-2 กําหนดให r  เปนอัตราผลตอบแทนตอคาบของสินทรัพยไมมีความเสี่ยงซ่ึง

คงท่ีทุกคาบเวลาและ  d r u   

 เนื่องจาก  (1) (1 (1)) (0)S K S   โดยเง่ือนไข tt-1 จะได (1)S  ดังนี้ 

(0)(1 ) ;probability
(1) (0)(1 ) ;probability

(0)(1 ) ;probability 1

S u p
S S m q

S d p q

     

   (2.50) 

ตัวอยางท่ี 2.18 จงเขียนตนไมไตรภาคสําหรับ (2)S เม่ือสมมติวาตลาดสอดคลองตามเง่ือนไข tt-1 

และ tt-2 

วิธีทํา    จากเง่ือนไข tt-1 เขียนแผนภาพตนไมไตรภาคสําหรับตัวประกอบเงินสะสมไดดังนี้ 
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รูปท่ี 2.10 ตนไมไตรภาคตัวประกอบเงินสะสมของราคาท่ีเวลา 2t    

จากแผนภาพ ได 
2 2

2 2

2 2

(0)(1 ) ;probability
(0)(1 )(1 ) ;probability 2
(0)(1 )(1 ) ;probability 2 (1 )

(2)
(0)(1 ) ;probability
(0)(1 )(1 ) ;probability 2(1 )
(0)(1 ) ;probability (1 )

S u p
S u m pq
S u d p p q

S
S m q
S m d p q q
S d p q

            

  



    

จากเง่ือนไข สําหรับคาคาดหวังความเปนกลางตอความเสี่ยง *[ ( )]E K n r  จะไดวาความจะนาเปน

ความเปนกลางตอความเสี่ยง *p  และ *q  สามารถเขียนไดอยูในรูป 

*( ) *( ) (1 * *)( ) 0p u r q m r p q d r          (2.51) 

 เราสามารถพิจารณาสามสิ่ งอันดับ ( *, *,1 * *)p q p q  เปนเวกเตอรใน 3
 ตั้ งฉากกับ

เวกเตอร ( , , )u r m r d r   ซ่ึงเปนเวกเตอรของกําไร(ขาดทุน) ตอหุนตอคาบเวลา นั่นหมายความวา 

( *, *,1 * *)p q p q   เปนจุดบนรอยตัดระหวางระนาบ  ( , , ) | , , 0, 1a b c a b c a b c    กับระนาบ

ซ่ึงตั้งฉากกับเวกเตอรของกําไร ( , , )u r m r d r    ตามรูป ดังนี้ 
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รูปท่ี 2.11 เรขาคณิตของความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยง  

 เง่ือนไข tt-2 ยืนยันไดวารอยตัดระหวางระนาบสามเหลี่ยมกับระนาบซ่ึงตั้งฉากกับเวกเตอร

ของกําไร ( , , )u r m r d r    ไมเปนเซตวาง เนื่องจากเวกเตอร ( , , )u r m r d r    ไมผานอัฏภาคท่ี

เปนบวก (positive octant) จะไดวามีความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยงเปนจํานวน

อนันตคาอยูบนเสนตรงซ่ึงเปนรอยตัดตามรูปท่ี 2.11 

 
รูปท่ี 2.12 อธิบายความหมายของความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยงเชิงกลศาสตร 

นอกจากการพิจารณาความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยงในเชิงเรขาคณิตตามรูปท่ี 2.10 

แลว ยังสามารถพิจารณาความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยงในเชิงกลศาสตร บนคานสมดุล

ซ่ึงมี r  เปนจุดหมุน โดยท่ี *q  เปนแรงท่ีกระทําตอวัตถุมวล m  ซ่ึงอยูระหวางวัตถุปลายคานท้ังสอง

มวล d  และ u  และมีแรง 1 * *p q   และ *p  ตามลําดับ ดังรูปท่ี 2.12 

ตัวอยางท่ี 2.19 กําหนดให 0.2u  , 0m  , 0.1d   และ 0r   จงหาความนาจะเปนความเปน

กลางตอความเสี่ยงท่ีเปนไปไดท้ังหมด  

วิธีทํา   จากสมการ (2.51),    *( ) *( ) (1 * *)( ) 0p u r q m r p q d r          

โดยการแทนคา ได     *(0.2 0) *(0 0) (1 * 0)( 0.1 0) 0p q p          

โดยการแกสมการ ได        * 1/ 3p   และ *q s   สําหรับทุก ๆ 0 1s   
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เนื่องจาก 0 * *, * 1p q q< + <  ดังนั้น  20
3

s   ดังนั้นความนาจะเปนความเปนกลางตอความ

เสี่ยงท่ีเปนไปไดท้ังหมด คือ 1( *, *) , | (0, 2 / 3)
3

p q s s  = ∈  
  

                

การวิเคราะหเชิงกลยุทธ 

ผลลัพธขางตนแสดงใหเห็นวา มีชุดความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยง * *( , )p q  เปน

จํานวนอนันต โดยมีลักษณะเปนเสนตรงบนระนาบ ซ่ึงสามารถวิเคราะหเชิงกลยุทธไดดังนี้ 

- แบบจําลองมีความยืดหยุนสูงในการประมาณพฤติกรรมของตลาดจริง 

    ความนาจะเปน *q  สามารถปรับคาไดในชวง 2(0, )
3

 เพ่ือใหสอดคลองกับสถานการณของ

สินทรัพย เชน หากสินทรัพยมีแนวโนมทรงตัวบอยกวาข้ึนหรือลง ผูใชแบบจําลองสามารถเลือก *q  

ท่ีสูงข้ึนเพ่ือสะทอนลักษณะนี้ 

- เปนเครื่องมือสนับสนุนการตัดสินใจลงทุนแบบ hedging หรือ delta-neutral 

    ความยืดหยุนของ *p  และ *q  ชวยใหนักวิเคราะหสามารถกําหนด hedge ratio ไดอยาง

เหมาะสมกับลักษณะของราคาสินทรัพยในตลาดจริง 

- สนับสนุนแนวคิดวา ตลาดไมจําเปนตองมี risk-neutral probability เดียว 

    ในกรณีนี้มีชุดคาความนาจะเปนท่ีทําใหมารทิงเกลเปนจริงไดหลายคา ซ่ึงชี้ใหเห็นวาการประเมิน

ราคาตราสารอาจอยูในชวง ไมใชเพียงคาเดียวแบบ deterministic 

- ใชวิเคราะห best-case / worst-case ของพอรตได 

    การเลือก *q  ใกล 0  หรือ 2 / 3  สามารถใชเปนกรณีศึกษาสําหรับวิเคราะหผลกระทบสูงสุดและ

ตํ่าสุดตอพอรตในสถานการณตาง ๆ 

ดังนั้น จะเห็นวาชุดความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยง  

1( *, *) , | (0, 2 / 3)
3

p q s s  = ∈  
  

 

แสดงใหเห็นถึงความยืดหยุนในการกําหนดความนาจะเปนภายใตแบบจําลองตนไมไตรภาค และ

สามารถนําไปประยุกตใชในการกําหนดกลยุทธลงทุน การปองกันความเสี่ยง และการวิเคราะหเชิง

ความนาจะเปนของราคาสินทรัพยในระยะสั้นไดอยางมีประสิทธิภาพ                                    
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หมายเหตุ:  การลงทุนแบบ Hedging หมายถึง การจัดพอรตหรือทําธุรกรรมเพ่ือลดความเสี่ยงจาก

การเปลี่ยนแปลงของราคาสินทรัพย เชน การซ้ือออปชันหรือใชตราสารอนุพันธเพ่ือชดเชยการ

เปลี่ยนแปลงราคาของสินทรัพยหลัก 

บทสรุปทายบทท่ี 2 

บทท่ี 2 ไดอธิบายแบบจําลองราคาไมตอเนื่อง ซ่ึงเปนเครื่องมือสําคัญในการอธิบาย

พฤติกรรมราคาของสินทรัพยท่ีมีความเสี่ยง โดยเฉพาะอยางยิ่งในบริบทของตลาดทุนและตราสาร

อนุพันธ เนื้อหาในบทนี้ครอบคลุมตั้งแตกลไกราคาและผลตอบแทน ไปจนถึงแบบจําลองโครงสราง

ตนไม การวัดความเสี่ยง และทฤษฎีพ้ืนฐานท่ีใชในการกําหนดราคาสินทรัพย 

• กลไกราคาและผลตอบแทน: ราคาสินทรัพยมีลักษณะไมแนนอนและเปลี่ยนแปลงตามตัว

แปรสุม เชน ขาวเศรษฐกิจ หรือพฤติกรรมนักลงทุน ตัวอยางเชน เม่ือมีขาวดีเก่ียวกับการ

ขยายสนามบินของ A ราคาหุนจะมีแนวโนมปรับข้ึน และสามารถจําลองสถานการณนี้ดวย

แบบจําลองตนไม เพ่ือพิจารณาความนาจะเปนของผลตอบแทนท่ีเปลี่ยนไปตามสถานการณ

ตาง ๆ 

• แบบจําลองตนไมทวิภาคและไตรภาค: เปนเครื่องมือสําคัญในการกําหนดราคาสินทรัพย 

โดยสามารถนําไปใชในการประเมินราคาคอลออปชัน เชน ในกรณีศึกษาของหุน A 

นักวิเคราะหสามารถใช Binomial Tree Model เพ่ือประเมินมูลคาคอลออปชันท่ีมีอายุ 3 

เดือน ราคาหุนปจจุบัน 70 บาท และราคาใชสิทธิ 72 บาท เพ่ือพิจารณาวาจะลงทุนในออป

ชันหรือไมภายใตสถานการณราคาท่ีอาจ “ข้ึน” หรือ “ลง” ในแตละชวงเวลา 

• ความเปนกลางตอความเส่ียง และ สมบัติมารทิงเกล: แนวคิดเหลานี้ชวยใหนักลงทุน

สามารถใช "มาตรวัดราคายุติธรรม" โดยไมข้ึนกับทัศนคติสวนตัว ตัวอยางเชน ในการลงทุน

หุน B ท่ีมีความผันผวนตํ่า นักลงทุนอาจประเมินวาราคาในอนาคตภายใต risk-neutral 

measure จะเทากับราคาปจจุบันท่ีถูกคิดลด ซ่ึงชวยใหสามารถวางกลยุทธการลงทุนแบบ 

hedge หรือปรับนํ้าหนักพอรตตามมูลคาท่ีแทจริง 
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• ทฤษฎีบทหลักมูลการกําหนดราคาสินทรัพย: เปนกรอบทางคณิตศาสตรท่ีใชตรวจสอบวา

แบบจําลองท่ีสรางข้ึนสามารถใชไดจริงหรือไม โดยตรวจสอบวาไมมีโอกาสคากําไรโดย

ปราศจากความเสี่ยง (arbitrage) ตัวอยางเชน หากราคาคอลออปชันท่ีคํานวณไดจาก

แบบจําลอง Binomial Tree ไมสอดคลองกับราคาตลาด อาจเปนสัญญาณวามีโอกาสทํา

กําไรหรือแบบจําลองยังไมสมบูรณ 

การประยุกตใชจริงในวงการการเงิน 

• ธนาคารเพ่ือการลงทุน ใชแบบจําลองเหลานี้เพ่ือสรางผลิตภัณฑอนุพันธท่ีซับซอน เชน 

Barrier Options หรือ Asian Options 

• ผูจัดการกองทุน ใช Martingale property เพ่ือตรวจสอบกลยุทธ Dynamic Hedging 

และทําใหแนใจวาผลตอบแทนท่ีคาดหวังไมเบี่ยงเบนจากสมมติฐานพ้ืนฐาน 

• นักลงทุนรายยอย สามารถใชแบบจําลองตนไมรวมกับการวิเคราะหปจจัยพ้ืนฐานและ

เทคนิค เชน MACD หรือ RSI เพ่ือประเมินโอกาสการซ้ือขายในชวงเวลาสั้น 

แบบจําลองราคาไมตอเนื่องจึงเปนเครื่องมือท่ีมีความยืดหยุนและทรงพลัง ไมเพียงแตในเชิงทฤษฎี 

แตยังสามารถนําไปประยุกตใชจริงไดในหลากหลายบริบท ท้ังในการวางแผนการลงทุน การกําหนด

ราคาสินทรัพย และการบริหารความเสี่ยง ทําใหผูเรียนมีพ้ืนฐานท่ีม่ันคงในการวิเคราะหตลาดและ

ตัดสินใจลงทุนอยางมีประสิทธิภาพ 
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แบบฝกหัดทายบทท่ี 2 

1) พิจารณาแบบจําลองราคาแบบเวลาไมตอเนื่องของหุน S  ท่ีประกอบดวย 2 คาบเวลา ดัง

แผนภาพ 

 
และกําหนดให r  เปนอัตราดอกเบี้ยตอคาบของตราสารหนี้ A   จงหา a , b  และ c  ซ่ึงเปนความ

นาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยงในเทอมของ r  พรอมท้ังตรวจสอบวาแบบจําลองราคา

สอดคลองกับทฤษฎีบทหลักมูลการกําหนดราคาสินทรัพยหรือไม 

2)  พิจารณาตลาดซ่ึงมี 3 สถานการณ คือ 1 , 2  และ 3  ตามลําดับ โดยราคาและสถานการณ

สามารถเขียนตารางแสดงไดดังนี้  

สถานการณ (0)S  (1)S  (2)S  (3)S  

1  100 120 120 125 

2  100 90 120 110 

3  100 90 110 120 

  2.1) จากสถานการณท่ีกําหนดใหจงเขียนเปนตนไมการเคลื่อนไหวของราคา 

2.2) จงคํานวณหา ( )K n  

2.3) จงคํานวณหา ( )k n  เม่ือกําหนดจายเงินปนผล 2 บาทตอหุนตอคาบ 

2.4) สมมติวาความนาจะเปนของการเกิดสถานการณ 1 , 2  และ 3   เปน 0.5, 0.3 และ 

0.2 ตามลําดับ จงหาคาคาดหวังของ (1,3)K  

3) สมมติวาราคาหุน S  เปนไปตามแบบจําลองราคาตนไมทวิภาค และ กําหนดให  

0.2 ;probability
( )

0.05 ;probability 1
p

K n
p

 
 



บทท่ี 2 แบบจําลองราคาไมตอเนื่อง                                                                       109 

วิชัย วิทยาเกียรติเลิศ สาขาวิชาคณิตศาสตรและสถิติ มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร 

กําหนดให (0) 100S  ถาความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยงเทากับ 0.6 จงหาคาคาดหวัง

ความเปนกลางตอความเสี่ยงแบบมีเง่ือนไขของราคาหุน (3)S เม่ือกําหนดราคาหุน (2)S  บาท   

4) จากโจทยขอ 3) จงหาราคาหุนสวนลด (discounted stock prices) ของคาบเวลาท่ี 3 

5)  พิจารณาตลาดซ่ึงมี 3 สถานการณ คือ ตลาดขาข้ึน ตลาดขาลง และตลาดไมมีทิศทาง แทนดวย 

1 , 2  และ 3  ตามลําดับ โดยราคาและสถานการณสามารถเขียนตารางแสดงไดดังนี้     

สถานการณ (0)S  (1)S  (2)S  

1  90 100 110 

2  90 80 90 

3  90 110 99 

จากสถานการณท่ีกําหนดให จงเขียนเปนตนไมการเคลื่อนไหวของราคาดังกลาว 

6)  จากขอ 5) โดยสมมติวาความนาจะเปนของการเกิดสถานการณ เปน 0.5, 0.2 และ 0.3 

ตามลําดับ   จงคํานวณคาของ [ ( )]E K t  และ [ ( )]E k t   ในกรณีตอไปนี้ 

 6.1) ไมมีการจายเงินปนผล 

 6.2) มีการจายเงินปนผล 1.50 บาทตอหุน 

7) กําหนดให i  เปนอัตราดอกเบี้ยของตราสารหนี้ A  ซ่ึง 100 (2) (0) 5,568A A   , (0) 50A   

และสมมติวาราคาของหุน S  เปนไปได 4 สถานการณ คือ 1 , 2 , 3  และ 4   ดังนี้ 

สถานการณ (0)S  (1)S   (2)S  

1  100 110 120 

2  100 110 115 

3  100 90 100 

4  100 90 80 

ให *p , *q  และ *r  ความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยงในก่ิงราคาของแตละข้ัวก่ิงดังรูป 



110                                                                         อนุพันธทางการเงินเชิงคณิตศาสตร 

วิชัย วิทยาเกียรติเลิศ สาขาวิชาคณิตศาสตรและสถิติ มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร 

 
 จงแสดงวาการกําหนดราคาของหุนสอดคลองหลักการปราศจากการคากําไร หรือไม 

8) สมมติใหราคาหุน ( )S t เปนไปตามแบบจําลองตนไมทวิภาค จงคํานวณหา u  และ d  ท่ีทําให 

90 ;
(1)

73 ;
S

  
  และ  (2) 89 ;S     

9) สมมติใหราคาหุน ( )S t เปนไปตามแบบจําลองตนไมทวิภาค และ 
;

( )
;

u
K n

d
  

 ซ่ึงทําให 

112 ;
(2) 104 ; or

96 ;
S

    

ถา (0) 100S  แลว จงหา (3)S     

 10) สําหรับแบบจําลองราคาตนไมไตรภาค กําหนดให 0.12u  , 0.05m  , 0d  และ 0.1r   จง

หาความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยงท่ีเปนไปไดท้ังหมด  

11) สมมติใหอัตราผลตอบแทนของตราสารหนี้เทากับ 3.5 % ตอป และราคาปจจุบันของหุนบริษัท

หนึ่ง  (0) 20S =  บาท และอัตราการเปลี่ยนแปลงราคาหุนแตละข้ัวโหนดเทากับ 

0.08 ;
( )

0.02 ;
K n

  
 สําหรับทุก ๆ 1,2,3,...n จงแสดงวา สําหรับทุกๆ 0,1,2,3n  การ

เคลื่อนไหวของราคาหุน ( )S n  สอดคลองกับสมบัติมารทิงเกล 

12) กําหนดให A เปนราคาของตราสารหนี้  ซ่ึง (0) 50A =   บาท และอัตราดอกเบี้ยคิดทบตนของ

ตราสารหนี้ เทากับ 4%  ตอป สมมติวาราคาของหุน S  เปนไปได 4 สถานการณ คือ 1ω , 2ω , 3ω  

และ 4ω   ดังนี้  สําหรับ   0,1,2t = (ป) 
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สถานการณ (0)S  (1)S  (2)S  

1ω  90 100 120 

2ω  90 100 102 

3ω  90 80 100 

4ω  90 80 75 

 12.1) จงคํานวณหาความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยง *( )kP   สําหรับทุกๆ 

1,2,3,4k    

 12.2) จงวิเคราะหแนวโนมของราคาหุนจาก [ ](2)E S  

 12.3) จากการวิเคราะหแนวโนมของราคาหุนในขอ 12.2) หากนักลงทุนลงทุนในหุนควร

เลือกเปดสถานะชอรต หรือ สถานะลอง กําหนดใหวงเงินในการทําชอรตหรือลองเทากับ 100,000 

บาท พรอมท้ังหาคาคาดหวังของอัตราผลตอบแทนและความเสี่ยงจากการลงทุน (ของพอรตการ

ลงทุน) 

13) (การตรวจสอบสมบัติมารทิงเกลของราคาหุน) ราคาหุนตัวหนึ่งมีมูลคาเริ่มตนท่ี 0 100S =  บาท 

โดยมีการเคลื่อนไหวตามแบบจําลองตนไมทวิภาค 2 คาบ ดังนี้ หากราคาหุนข้ึน จะเพ่ิมข้ึน 20% ตอ

คาบ หากราคาหุนลง จะลดลง 10% ตอคาบ กําหนดอัตราดอกเบี้ยปราศจากความเสี่ยง 0.05r =  

ตอคาบ 

    13.1) เขียนแผนภาพตนไมของราคาหุน tS  สําหรับ 0,1,2t =  

    13.2) คํานวณความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยง *p   

    13.3) เขียนแผนภาพตนไมของราคาหุนสวนลดและตรวจสอบวาตรวจสอบสมบัติมารทิงเกลของ

ราคาหุนสวนลด 

14) (วิเคราะหพอรต Delta-Neutral ดวยการลงทุนสองสินทรัพย) สมมุติวาคุณลงทุนในหุนสองตัว

คือ A และ B โดยขอมูลมีดังนี้ 

- หุน A มีราคาปจจุบัน 100AS =  และคา Delta ตอการเปลี่ยนแปลง +1 

- หุน B มีราคาปจจุบัน 200BS =  และ คา Delta ตอการเปลี่ยนแปลง -0.5 
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    14.1) ถาคุณตองการสรางพอรตท่ีมีคา Delta รวมเปนศูนย (Delta-Neutral) ควรลงทุนในหุน A 

และ B ในสัดสวนเทาใด 

    14.2) หากราคาหุน A เพ่ิมข้ึน 10 บาท คาพอรตจะเปลี่ยนแปลงเทาใด 

    14.3) วิเคราะหวา Delta-Neutral มีประโยชนเชนไรในการบริหารความเสี่ยง 

15) (ตรวจสอบการไมเกิด Arbitrage ดวยสมบัติมารทิงเกล) พิจารณาราคาหุนท่ีเปลี่ยนแปลงได 4 

สถานการณใน 2 คาบแรก ดังนี้ 

สถานการณ 0S  1S  2S  

1 100 110 122 

2 100 110 108 

3 100 90 100 

4 100 90 90 

 

15.1) สมมุติวาอัตราดอกเบี้ยปราศจากความเสี่ยงคือ 0.05r =  ตอคาบ จงตรวจสอบวามีความ

นาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยงท่ีทําใหราคาหุนสวนลดมีสมบัติมารทิงเกลหรือไม 

15.2) คํานวณ 2 1[ 110]S S = ∣  และเปรียบเทียบกับ 1S  วาตรงตามสมบัติมารทิงเกลหรือไม 

15.3) วิเคราะหผลลัพธในแงของหลักการปราศจากการคากําไร 

 

 


