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บทที่ 6 แคลคูลัสสโตแคสติกและทฤษฎีบทกีรซานอฟ 

เนื้อหาประกอบดวย 

       6.1 บทนิยามของแคลคูลัสสโตแคสติก 

       6.2 สมบัติของแคลคูลัสสโตแคสติก  

       6.3 สมบัติมารทิงเกลและการจําแนกสวนประกอบดูบ-เมเยอร 

       6.4 ทฤษฎีบทกีรซานอฟ 

บทนํา 

           ในระบบการเงินสมัยใหมที่เผชิญกับความผันผวนและความไมแนนอนในระดับสูง การ

ประเมินมูลคาทรัพยสินทางการเงินและการวิเคราะหความเสี ่ยงจําเปนตองใชเครื ่องมือทาง

คณิตศาสตรที่สามารถรองรับพฤติกรรมแบบสุมตอเนื่องไดอยางมีประสิทธิภาพ แนวคิดแคลคูลัส

ดั ้งเดิมซึ ่งตั ้งอยู บนสมมติฐานของการเปลี ่ยนแปลงที ่ราบเรียบและสามารถหาอนุพันธไดใน

ความหมายคลาสสิก ไมเพียงพอในการวิเคราะหการเคลื่อนไหวของราคาทรัพยสินที่มีลักษณะ “ไม

สามารถพยากรณไดอยางสมบูรณ” ซ่ึงเปนธรรมชาติของขอมูลทางการเงินในโลกแหงความเปนจริง 

             แคลคูลัสสโตแคสติก (Stochastic Calculus) จึงไดรับการพัฒนาขึ้นมาเพื่อรองรับการ

วิเคราะหกระบวนการสุ ม โดยเฉพาะในกรณีของการเคลื ่อนไหวแบบบราวเนียน (Brownian 

Motion) ซ่ึงพบไดบอยในการจําลองราคาหลักทรัพย อัตราดอกเบี้ย และดัชนีทางเศรษฐกิจ แนวคิด

หลักในแคลคูลัสสโตแคสติก คือ บทตั้งของอิโต (Ito’s Lemma) ซึ่งเปนเครื่องมือสําคัญในการหา

ผลตางของฟงกชันที ่ขึ ้นอยู กับกระบวนการสุ มแบบตอเนื ่อง และเปนรากฐานของการพัฒนา

แบบจําลองเชิงสโตแคสติก เชน แบบจําลอง Black-Scholes (Black & Scholes, ค.ศ.1973; 

Merton, ค.ศ. 1973) และแบบจําลองอัตราดอกเบี้ย Vasicek และ CIR (Vasicek, ค.ศ. 1977; Cox, 

Ingersoll & Ross, ค.ศ.1985) 
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            นอกจากบทตั้งของอิโตแลว บทนี้ยังนําเสนอ สมบัติมารทิงเกล (Martingale Property) 

และ การจําแนกสวนประกอบดูบ–เมเยอร (Doob–Meyer Decomposition) ซ่ึงเปนแนวคิดสําคัญ

ในทฤษฎีความนาจะเปนท่ีสนับสนุนการวิเคราะหพฤติกรรมของกระบวนการสุมในบรบิทของการเงิน 

โดยเฉพาะในการกําหนดราคาสินทรัพยในโลกแหงความเปนกลางตอความเสี่ยง (Risk-Neutral 

World) การวิเคราะหดังกลาวชวยใหสามารถแยกพฤติกรรมของราคาทรัพยสินออกเปนองคประกอบ

ที่สามารถพยากรณได (Bounded Variation Component) และองคประกอบที่ไมสามารถ

พยากรณได (Martingale Component) ซ่ึงมีบทบาทสําคัญตอการสรางแบบจําลองการเคลื่อนไหว

ของราคาทรัพยสินท่ีสอดคลองกับขอมูลในเชิงสถิติ (Shreve, ค.ศ. 2004) 

             อีกหนึ่งองคประกอบสําคัญที่กลาวถึงในบทนี้ คือ ทฤษฎีบทกีรซานอฟ (Girsanov’s 

Theorem) ซึ่งเปนเครื่องมือทางคณิตศาสตรที่อนุญาตใหเปลี่ยนมาตรวัดความนาจะเปน (Change 

Of Measure) จากโลกแหงความเสี่ยง (Real-World Measure) ไปสูโลกแหงความเปนกลางตอ

ความเสี่ยง (Risk-Neutral Measure) ซ่ึงเปนแนวคิดสําคัญในการกําหนดราคาตราสารอนุพันธอยาง

มีประสิทธิภาพในเชิงทฤษฎีและการประยุกตใชจริง (Bjork, ค.ศ. 2009) 

           การประยุกตใชแคลคูลัสสโตแคสติกปรากฏใหเห็นในหลายสาขา ไมเพียงแตในดานการเงิน

การธนาคารเทานั้น แตยังครอบคลุมถึงการประกันภัย การวิเคราะหระบบควบคุมแบบสุม และ

วิศวกรรมการเงินที่ตองการจําลองพฤติกรรมของราคาสินทรัพยที่มีลักษณะเปลี่ยนแปลงตามเวลา

อยางไมแนนอน ตัวอยางเชน การวิเคราะหมูลคาที่ความเสี่ยง (Value-At-Risk: VaR) การออกแบบ

อนุพันธท่ีมีโครงสรางซับซอน และการประเมินความเสี่ยงของพอรตการลงทุน 

             กลาวโดยสรุป บทท่ี 6 มีวัตถุประสงคเพ่ือวางรากฐานทางทฤษฎีของแคลคูลัสสโตแคสติก 

พรอมนําเสนอเครื่องมือสําคัญ เชน บทตั้งของอิโต สมบัติมารทิงเกล ทฤษฎีบทการเปลี่ยนมาตรวัด

ความนาจะเปน และการจําแนกสวนประกอบของกระบวนการสุม ทั้งนี้เพื่อนําไปสูความเขาใจและ

ความสามารถในการประยุกตใชในงานดานการกําหนดราคาทางการเงินและการจัดการความเสี่ยงใน

บริบทท่ีมีความไมแนนอนอยางแทจริง 
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6.1 บทนิยามของแคลคูลัสสโตแคสติก 

             แคลคูลัสสโตแคสติก (stochastic calculus) เปนหนึ่งในเครื่องมือหลักในคณิตศาสตร

การเงิน โดยเฉพาะอยางยิ่งในการพยากรณและจําลองความเสี่ยงทางการเงิน ในบริบทท่ีกระบวนการ

สุมแตกตางจากการเคลื่อนไหวของราคาหลักทรัพยในเวลาที่ตอเนื่อง ซึ่งมีลักษณะพิเศษที่แตกตาง

จากการวิเคราะหที่มีอยู สวนหนึ่งเนื่องจากความสัมพันธที่ซับซอนของความแปรผันในกระบวนการ

สุม และผลกระทบจากการเปลี่ยนแปลงเพียงครูขณะหรือการเปลี่ยนแปลงในระยะสั้นๆที่สะสมข้ึน

เปนผลที่มีนัยสําคัญในระยะยาว ซึ่งสามารถวัดไดโดยใชเครื่องมือจากแคลคูลัสสโตแคสติก เชน บท

ตั้งของอิโต (Ito's lemma) ทฤษฎีบทของกีรซานอฟ (Girsanov's theorem) และทฤษฎีการแทน

ของมารทิงเกล (Martingale representation theorem) เปนตน 

            แนวคิดของแคลคูลัสสโตแคสติก หรือ แคลคูลัสอิโต (stochastic calculus or Ito ’s 

calculus ) มีแนวคิดที่คลายคลึงกับแคลคูลัสเชิงอนุพันธและเชิงปริพันธปกติ ในแคลคูลัสปกตินั้น 

สมมติวา  f t เปนฟงกชันที่อธิบายการเคลื่อนที่ของอนุภาค ณ เวลา t  และอัตราการเปลี่ยนแปลง

ของการเคลื่อนท่ีของอนุภาคท่ีเวลา t  ซ่ึง 

( ) ( , ( ))dF t f t F t
dt

                                   (6.1) 

หรือเขียนอีกรูปหนึ่งไดเปน                        ( ) ( , ( ))dF t f t F t dt  (6.2) 

ยิ่งไปกวานั้น หากอินทิเกรตสมการ (6.2) ตั้งแต 0 ถึง t  จะได 

0

( ) (0) ( , ( ))
t

F t F f s F s ds      (6.3) 

 ในทํานองเดียวกันสําหรับแนวคิดของแคลคูลัสสโตแคสติกอาจเริ่มจากแบบจําลองราคาเวลา

ตอเนื่องท่ีอธิบายการเคลื่อนท่ีของราคาหุน ( )S t  ซ่ึงไดกลาวถึงในบทท่ี 2 คือ       

( )dS t
dt

2 ( )( ) ( )
2

dW tS t S t
dt


 
       

                        (6.4) 

หรือเขียนอีกรูปหนึ่งไดเปน ( )dS t
2

( ) ( ) ( )
2

S t dt S t dW t
 
       

                     (6.5) 

เม่ือ   0
( )

t
W t


เปนการเคลื่อนท่ีแบบบราวน พิจารณาพจนของ ( )dW t

dt
 เราทราบวา 
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 lim ( ) ( ) ( ) ( )N NN
dW w t t w t W t dt W t


        (6.6) 

เปนสวนเพ่ิม (increment) ของตัวแปรเชิงสุม ( )W t   ดวยลักษณะการเปนการเดินสุมของ ( )Nw t  

ทําใหไดวา ( )dW t
dt

 ไมสามารถหาอนุพันธไดทุก ๆ 0t   

เพ่ือความสะดวกให ( )tW W t  สมมติให ( )f t  เปนฟงกชันซ่ึงหาอนุพันธได ถา  ( )dW t
dt

  

หาอนุพันธไดโดยกฎลูกโซ จะไดวา 

   ( ) t
t

dWdf f W
dt dt

                  

นั่นคือ      ( )t tdf f W dW                       (6.7) 

แตในความจริง ( )dW t
dt

 ไมสามารถหาอนุพันธได ดังนั้นการท่ีพยายามจะอธิบายสมบัติตามสมการ 

(6.7) ดวยแนวคิดของอนุพันธปกติจึงดูไมสมเหตุสมผลอยางยิ่ง อยางไรก็ตามหากพิจารณาการ

กระจายเทยเลอรของ f  จะไดวา   

       
 

 
 

 
2 3

2! 3!
x x

f x x f x x f x f x f x       
 

     (6.8) 

ดังนั้น สําหรับ tx W  และสวนเพ่ิม     tW t t W t W    จะไดวา 

   
 

 
 

 
2 3

2! 3!
t t

t t t t
W W

f W f W f W f W
 

          (6.9) 

และเนื่องจาก  2
tW t    และทําใหได 

   
 

   ( )
2!t t t

t
f W f W f W o t


         (6.10) 

เม่ือ  ( )o t  เปนความคลาดเคลื่อนในเทอมของ t  ท่ีมีกําลังท่ีสูงกวากําลัง 1 ดังนั้นเม่ือ 0t    

จะไดวา 

   1
2t t tdf f W dW f W dt       (6.11) 
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รูปท่ี 6.1 กราฟตัวแปรสุมบราวน ( )W t  

สมการ (6.12) เปนท่ีรูจักกันในชื่อ “บทตั้งของอิโต (Ito’s lemma)” ซ่ึงเปนสมการหลักในแคลคูลัสส

โตแคสติกหรือ แคลคูลัสอิโต (Ito’s calculus) สําหรับโดยทั่วไป ถากําหนดให ( , )f t x เปนฟงกชัน

ของสองตัวแปรที ่มีความเรียบ (smooth function) ซึ ่งเปนฟงกชันที ่หาอนุพันธไดทุกอันดับ 

(infinitely diffirentiable function) สําหรับในแคลคูลัสปกติ เราไดวา 

f fdf dt dx
t x

 
 

 
          (6.12) 

แตในแคลคูลัสอิโต เราไดวา       
2

2
2

1,
2t t t

f f fdf t W dt dW dW
t x x

  
  

  
 

              
2

2
1
2 t

f f fdt dW
t xx

          
    (  2

tdW dt )       (6.13) 

ทฤษฎีบทที่ 6.1 (Ito’s lemma) กําหนดให ( , )f t x เปนฟงกชันของสองตัวแปรที่มีความเรียบ 

และกําหนดให   0t tX 
 เปนกระบวนการสุมซ่ึง t t t tdX dt dB   สําหรับกระบวนการสุมบราวน 

  0t tB 
 โดยท่ี tµ และ tσ  เปนอัตราดริฟทและคาความผันผวนท่ีเวลา 0t ≥  จะไดวา 

 
2 2

2,
2
t

t t t
f f f fdf t X dt dB
t x xx




              
   (6.14) 

พิสูจน โดยใชสมการ (6.13) และ  2
tB t     จะได 

       
2

2
2

1,
2t t t

f f ff t X t X X
t x x

  
       

  
  
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           
2 2

2
1
2t t t t t t

f f ft t B t B
t x x

   
  

         
  

              

           
2

222 2
2

1 2
2t t t t t t t t t

f f ft t B dt t B B
t x x

     
  

            
  

  

           
2

22 2
2

1 2
2t t t t t t t t

f f ft t B t t B t
t x x

     
  

        
  

       

     
2

2
2

1
2t t t

f f f ft B o t
t x xx

 
                

          

เม่ือ  ( )o t  เปนความคลาดเคลื่อนในเทอมของ t  ท่ีมีกําลังท่ีสูงกวากําลัง 1  

ดังนั้นเม่ือ 0t    จะไดวา 

 
2 2

2,
2
t

t t t
f f f fdf t X dt dB
t x xx




              
                      

              บทตั ้งของอิโตถือเปนหัวใจของคณิตศาสตรการเงินสามารถหาผลตางเชิงอนุพันธ 

(differential) ของฟงกช ันที ่ เป นกระบวนการสโตแคสติก ช วยใหสามารถวิเคราะหไดวา

กระบวนการสโตแคสติกหนึ่ง ๆ จะเปลี่ยนแปลงอยางไร นอกจากนี้บทตั้งของอิโตยังถูกนําไปใชใน

การสรางและแกสมการความแปรปรวนสาํหรับตราสารการเงินที่สําคัญ ไดแก การแสดงวาราคาตรา

สารทางการเงินเปนกระบวนการสโตแคสติก และใชทฤษฎีบทนี้เพื่อหาสมการของการเปลี่ยนแปลง

ของราคา 

บทนิยามที่ 6.2 กําหนดให ( , )f t x และ ( , )g t x  เปนฟงกชันของสองตัวแปรที่มีความเรียบ และ

กําหนดให ( , )F t x  เปนฟงกชันสองตัวแปรซึ่ง    , ,t t tdF f t B dt g t B dB   จะเรียก ( , )F t x  วา 

“ปริพันธสโคแคสติก” และเขียนแทนดวย       
0 0

, , ,
t t

t s s sF t B f s B ds g s B dB    

ตัวอยางท่ี 6.1 กําหนดให   0t tB 
 เปนกระบวนการสุมบราวน จงหาคาของ 

0

t

sdB  

วิธีทํา พิจารณาฟงกชัน ( , )f t x x   จะได  0f
t





,  1f

x





, 
2

2 0f
x





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เนื่องจาก  
2

2
1,
2t t

f f fdf t B dt dB
t xx

          
   จะได                                  

                     , 0 0 (1)t t tdf t B dt dB dB     

เนื่องจาก 0 0B   ทําใหได      00
0 0

,
t t

t
s s s t tdB df s B B B B B                      

ตัวอยางท่ี 6.2 กําหนดให   0t tB 
 เปนกระบวนการสุมบราวน จงหาคาของ 

0

t

s sB dB  

วิธีทํา พิจารณาฟงกชัน 21( , )
2

f t x x   จะได  0f
t





,  f x

x





, 
2

2 1f
x





  

เนื่องจาก  
2

2
1,
2t t

f f fdf t B dt dB
t xx

          
    

จะได            1 1, 0
2 2t t t t tdf t B dt B dB dt B dB

       
 

                  
0 0 0

1,
2

t t t

s s sdf s B ds B dB     

                          2

0 0 0

1
2 2

tt t

s s s
sB B dB

   
    
         

                  2 2
0

0

1 1
2 2 2

t

t s s
tB B B dB    

เนื่องจาก 0 0B   ดังนั้น  2

0

1
2 2

t

s s t
tB dB B               

ตัวอยางท่ี 6.3 กําหนดให   0t tB 
 เปนกระบวนการสุมบราวน จงหาคาของ 

0 0

t t

sds dB    

วิธีทํา พิจารณาฟงกชัน ( , )f t x t x     จะได  f
t







,  f
x







, 
2

2 0f
x





  

เนื่องจาก  
2

2
1,
2t t

f f fdf t B dt dB
t xx

          
   จะได                                  

                     , 0t t tdf t B dt dB dt dB         

เนื่องจาก 0 0B   ทําใหได  



214                                                                              อนุพันธทางการเงินเชิงคณิตศาสตร 

วิชัย วิทยาเกียรติเลิศ สาขาวิชาคณิตศาสตรและสถิติ มหาวิทยาลัยธรรมศาสตร 

     00
0 0 0

, ,
t t t

t t
s s s s tds dB df s B f s B s B t B                         

ตัวอยางท่ี 6.4 กําหนดให   0t tB 
 เปนกระบวนการสุมบราวน จงหาคาของ 

2

0 0
2

s s

t t
s B s B

se ds e dB   
  
         

วิธีทํา พิจารณาฟงกชัน ( , ) t xf t x e    จะได  t xf e
t

  



,  t xf e

x
  




, 

2
2

2
t xf e

x
  




  

เนื่องจาก  
2

2
1,
2t t

f f fdf t B dt dB
t xx

          
    

จะได    
2

,
2

t tt B t B
t tdf t B e dt e dB   

  
      

 

2

0
0 0

2
s s s

t t
ts B s B s B

se ds e dB e     
   
              0tt B Be e     

เนื่องจาก 0 0B   จะได  
2

0 0

1
2

s s t

t t
s B s B t B

se ds e dB e     
   
                    

6.2 สมบัติของแคลคูลัสสโตแคสติก 

          ในหัวขอนี้ กลาวถึงสมบัติพื ้นฐานของการวิเคราะหและคํานวณในระบบที่มีความไม

แนนอน โดยเฉพาะการจัดการกับสมการที่มีพจนสุมเขามาเกี่ยวของ ซึ่งตางจากแคลคูลัสทั่วไป 

การดําเนินการเชิงอนุพันธและอินทิกรัลในที่นี้ตองอิงกับกฎเฉพาะ เชน กฎของอิโต เพื่อรองรับ

พฤติกรรมของกระบวนการบราวนและตัวแปรสุมอ่ืน ๆ ในตัวแบบทางคณิตศาสตรและการเงิน 

ทฤษฎีบทท่ี 6.3 กําหนดให   0t tB 
 เปนกระบวนการสุมบราวน และกําหนดให ( )g t เปนฟงกชัน

ไมเชิงสุม สมมติให   0t tI 
  เปนกระบวนการสุมซึ่ง ( )t tdI g t dB  นั่นคือ  

0

( )
t

t sI g s dB   โดย

ที ่ (0) 0I   จะไดวา สําหรับทุก ๆ 0t  , ตัวแปรสุ ม tI  มีการแจกแจงแบบปกติ (normal 

distribution) 
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บทนิยามที่ 6.4 กําหนดให   0t tX 
 เปนกระบวนการสุม จะเรียกกระบวนการสุม   0t tA 

 วา 

“กระบวนการสุมปรับตัวตาม (adapted process)” เทียบกับตัวแปรสุม tX  เม่ือ tA ตัวแปรสุมท่ี

ข้ึนกับเพียง sX  สําหรับทุก ๆ  s t  เทานั้น 

 กําหนดให   0t tX 
 เปนกระบวนการสุม ตัวอยางกระบวนการสุมปรับตัวตาม เชน 

1) t tA X  

2)  min ,t tA X c  สําหรับบางคาคงท่ี c  

3)  
0
maxt tt T

A X
 

  

4) ถา   เปนเวลาการหยุด (stopping time) แลว tA X  กระบวนการสุมปรับตัวตาม 

             กระบวนการสุมปรับตัวตามนั้นใชในการอธิบายกระบวนการสุมที่ทุกตัวอยางของการ

สังเกตในขั ้นเวลา t  สามารถคํานวณไดจากขอมูลที ่ร ู มากอนหนานี ้ หร ือที ่ เวลา t  นั ่นเอง 

กระบวนการปรับตัวตามมีความสําคัญในทฤษฎีความนาจะเปนและมีการนําไปใชในหลายสาขา

รวมถึงทฤษฎีควบคุม ทฤษฎีความนาจะเปน และคณิตศาสตรการเงิน  สําหรับในคณิตศาสตรการเงิน 

กระบวนการปรับตัวตามองคประกอบท่ีสําคัญในตัวแบบตางๆ เชน การกําหนดราคาหุน (model of 

a stock price) ซ่ึงระบุวาราคาของหุนเปนฟงกชันของขอมูลท่ีมีในการกรอง (filter) นั่นคือ ราคาหุน

ไมสามารถขามขอมูลที ่มีอยู ในการกรอง สมบัติมารทิงเกล (Martingale)เปนตัวอยางของ

กระบวนการปรับตัวตามในการสังเกตและการพยากรณที่ไมแนนอน ในทฤษฎีการหยุดที่เลือกได 

(optional stopping theorem : ost) ซึ ่งเปนทฤษฎีทางความนาจะเปนที่ใชในการวิเคราะห 

Martingales และขั้นตอนสุมที่สามารถหยุดได ทฤษฎีนี้ไดรับการสรางขึ้นเพื่อตอบคําถามวา “ใน

กรณีที่มีการสุมการหยุด (random stopping time) ของการดําเนินการคาคาดหมายที่ไดจากการ

หยุดนี้คืออะไร" ซึ่งมีความสําคัญเฉพาะเมื่อเราพิจารณามารทิงเกลที่เราสามารถหยุดการดําเนินการ

ไดตามความตองการ ทฤษฎีนี้มีผลในการวิเคราะหประสิทธิภาพของสถานการณที่สามารถสุมการ

หยุดได เชน การเลนพนัน คณิตศาสตรการเงิน เปนตน ซึ่งมีประโยชนในการใหความเขาใจและ

พยากรณพฤติกรรมของกระบวนการสุมตาง ๆ 
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ทฤษฎีบทที ่ 6.5 (Ito ’s isometry) กําหนดให   0t tB 
 เปนกระบวนการสุ มบราวน และ

กําหนดให   0t tA 
 กระบวนการสุมปรับตัวตามเทียบกับ tB  จะไดวา 

 

2

2

0 0

t t

s s sE A dB E A ds
                     
      (6.15) 

              Ito's isometry มีความสําคัญอยางยิ่งในการวิเคราะหการกระจายตัวของกระบวนการ

ทางการเงินที่สะทอนถึงการเปลี่ยนแปลงของราคาหลักทรัพยตามเวลา ซึ่งมักจะเปนกระบวนการสุม

ที่คลายกับการเคลื่อนไหวของการเคลื่อนที่บราวน Ito's isometry ใชในการจําแนกฟงกชันของ

กระบวนการอิโต การจําแนกสวนประกอบดูบ-เมเยอร และชวยในการคํานวณความแปรปรวน 

(variance) ของกระบวนการอิโตโดยจําแนกสวนเปนสวนประกอบท่ีเปนมารทิงเกลและสวนประกอบ

ของการแปรผันจํากัด (bounded variation) 

ตัวอยางท่ี 6.5 กําหนดให   0t tB 
 เปนกระบวนการสุมบราวน จงหาคาของ 

2

0

t

sE dB
           
  

วิธีทํา  วิธีท่ี1) วิธีโดยตรง  จากตัวอยางท่ี 6.1 และ  2
tE B t    

เราไดวา  

   

2 2

2 2

0 0 0

t t t

s t s t s tdB B dB B E dB E B t
                                    

    

วิธีท่ี2) วิธีใช Ito isometry เนื่องจาก 1tA   เปนตัวแปรสุมปรับตัวตาม  

ดังนั้น         

2

2
0

0 0

1 1
t t

t
sE dB E ds E s E t t

                             
              

ตัวอยางท่ี 6.6 กําหนดให   0t tB 
 เปนกระบวนการสุมบราวน จงหาคาของ  2

0

t

sE B ds
 
 
 
   
   

วิธีทํา เนื่องจาก t sA B  ตัวแปรสุมปรับตัวตาม โดย Ito isometry 

   

2

2

0 0

t t

s s sE B ds E B dB
                     

   
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และจากตัวอยางท่ี 6.2   

     

2
2

2 4 2

0 0

1 1 1
2 2 4 4 4

t t

s s t s s t t
t tB dB B B dB B B t

            
   

เนื่องจาก  2
tE B t    

 ดังนั้น 

   

2
2 2 2 2

4 2

0

1 1 0
4 2 4 4 2 4

t

s s t t
t t t tE B dB E B B t

                            
  

ผลท่ีตามมา คือ   2

0

0
t

sE B ds
 
   
   
                 

6.3 สมบัติมารทิงเกลและการจําแนกสวนประกอบดูบ-เมเยอร 

ในหัวขอนี้กลาวถึงสมบัติมารทิงเกล (Martingale property) เปนสมบัติทางสถิติที่บงบอก

ถึงความคาดหวังของตัวแปรสุมในอนาคตที่จะมีคาเทากับคาปจจุบันของตัวแปรสุมนั้น โดยไมสนใจ

คาที่เกิดขึ้นในอดีต สมบัตินี้เปนสวนสําคัญในการคํานวณความนาจะเปนและการตั้งราคาสินคา

อนุพันธ ถัดไปจะกลาวถึงการจําแนกสวนประกอบดูบ-เมเยอร (Doob-Meyer decomposition) ซ่ึง

เปนเทคนิคทางคณิตศาสตรท่ีใชกับสมบัติของฟงกชันมารทิงเกลการจําแนกสวนประกอบดูบ-เมเยอร 

เปนวิธีการจําแนกสวนประกอบของมารทิงเกลออกเปนสวนของ "การเปลี่ยนแปลงท่ีพยากรณได" 

(predictable change) และ "การเปลี่ยนแปลงท่ีพยากรณไมได" (unpredictable change) โดยท่ี

การเปลี่ยนแปลงท่ีพยากรณไมไดนี้มีคุณสมบัติมารทิงเกล ตามทฤษฎีดูบ-เมเยอร ฟงกชันมารทิงเกล

สามารถแยกสวนประกอบออกเปน "พจนดริฟท" (drift term) และ “พจนรบกวน” (noise term) 

หรือบางทีเรียกวา “พจนการกระโดด” (jump term) โดยท่ีพจนดริฟทคือสวนหนึ่งของสมการเชิง

อนุพันธสโตแคสติกที่แสดงการเปลี่ยนแปลงของตัวแปรตามแนวโนมหลักที่สามารถพยากรณได เชน 

การเติบโตเฉลี่ยของราคาสินทรัพยเม่ือไมมีปจจัยสุมเขามาเก่ียวของ ซ่ึงสามารถคํานวณไดจากขอมูล

ในอดีต ในขณะท่ีพจนรบกวน คือสวนหนึ่งของสมการท่ีเกิดจากความแปรปรวนแบบสุม มักเก่ียวของ

กับกระบวนการบราวน ใชแทนความไมแนนอนหรือปจจัยที่ไมสามารถพยากรณลวงหนาไดในระบบ  
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การจําแนกสวนประกอบดูบ-เมเยอร เปนเครื่องมือที่สําคัญในการวิเคราะหการเคลื่อนไหวของตัว

แปรสุมท่ีมีสมบัติมารทิงเกล พิจารณาสมการเชิงอนุพันธสโตแคสติกในรูป 

t t t tdX dZ dtσ µ= +         (6.16) 

โดยท่ี tµ และ tσ  เปนอัตราดริฟทและคาความผันผวนท่ีเวลา 0t ≥   

สมการ (6.16) สามารถเขียนในรูปปริพันธท่ีสมนัยกัน คือ 

0 0
0 0

t t

t s s s t tX X dZ ds X M Bσ µ= + + ≡ + +∫ ∫    (6.17) 

โดยท่ี 
0

t

t s sM dZσ= ∫  และ  
0

t

t sB dsµ= ∫  เปนสวนประกอบการจาํแนกของ tX  ซ่ึงเปนท่ีรูจัก

โดยท่ัวไปในชื่อ “การจําแนกสวนประกอบดูบ-เมเยอร” ในท่ีนี้ตองการวิเคราะหแตละสวนประกอบ

ของ tX  โดยจะแสดงวา  tM  มีสมบัติมารทิงเกล นั่นคือ จะตองแสดงวา 

[ ]t T tE M M=  สําหรับทุกๆ T t>     (6.18) 

เม่ือ tE  แทนตัวดําเนินการคาคาดหวังแบบมีเง่ือนไขเม่ือกําหนดขอมูลในอดีตจนถึงเวลา t  

 

รูปท่ี 6.2 กราฟกระบวนการสุมบราวน tX  
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กราฟดานบนคือกราฟตัวอยางของกระบวนการสุมบราวนจํานวน 6 เสนทาง ที่แสดงการเคลื่อนท่ี

แบบสุมเมื่อเวลา t  เพิ่มขึ้นจาก 0 ถึง 1 โดยแตละเสนทางเริ่มตนที่ตําแหนง 0 และกระจายตัวแบบ

สุมตามการแจกแจงปกติ 

หมายเหตุ ตัวอยางโคดในภาษาไพธอน สําหรับการวาดกราฟกระบวนการสุมบราวน 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

# ต้ังคาเร่ิมตน 

np.random.seed(0)  # สําหรับผลลัพธท่ีสามารถทําซํ้าได 

T = 1.0            # เวลารวม 

N = 500            # จํานวนข้ันเวลา 

dt = T / N         # ขนาดชวงเวลา 

t = np.linspace(0, T, N) 

# จํานวนเสนทางสุม 

M = 6 

# สรางเสนทางของกระบวนการบราวน 

W = np.zeros((M, N)) 

for i in range(M): 

    W[i, 1:] = np.cumsum(np.sqrt(dt) * np.random.randn(N - 1)) 

# วาดกราฟ 

plt.figure(figsize=(10, 6)) 

for i in range(M): 

    plt.plot(t, W[i], label=f'Path {i+1}') 

plt.title('Sample Paths of Brownian Motion') 

plt.xlabel('Time $t$') 

plt.ylabel('Position $W(t)$') 

plt.grid(True) 

plt.axhline(0, color='brown', linestyle='--', linewidth=0.7) 

plt.axvline(0, color='brown', linestyle='--', linewidth=0.7) 

plt.legend() 

plt.tight_layout() 

plt.show() 
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  โดยสมบัติมารทิงเกลสามารถแสดงใหเห็นไดจากการพิจารณา TM  ในรูป  

T

T t s s
t

M M dZσ= + ∫  และ 0
T

t s s
t

E dZσ
 

= 
 
∫  

ดังนั้นจึงไดวา [ ]t T tE M M=  สําหรับทุกๆ T t>   

นอกจากนี้สําหรับ t s>  เนื่องจากความเปนอิสระของ sdZ  ยังไดอีกวา 

[ ] [ ] [ ] [ ] 0t s s t s s s t s s s sE dZ E E dZ E E E dZσ σ σ   = = =      (6.19) 

ยิ่งไปกวานั้น     2 2

1 0

lim
tn

j sn j
M dsσ

→∞
=

∆ =∑ ∫           (6.20) 

สวนประกอบ tM  นี้เรียกวา “สวนประกอบมารทิงเกล (Martingale component)” ของ

กระบวนการอิโต tX    สําหรับสวนประกอบ
0

t

t sB dsµ= ∫  จะไดวา   

 
2

1
lim 0

n

jn j
B

→∞
=

∆ =∑  (vanishing quadratic variation)  

และ       
1 0

lim
tn

j sn j
B dsµ

→∞
=

∆ =∑ ∫                   (6.21) 

เมื่อ 
0

t

s dsµ∫  มีคา สวนประกอบ tB นี้เรียกวา “สวนประกอบของการแปรผันจํากัด (bounded 

variation component)” ของกระบวนการอิโต tX  ซึ่งเปนสวนท่ีบงบอกวา tX มีการเปลี่ยนแปลง

ของคาที่อยูภายในขอบ เขตที่กําหนดหรือไมเกินคาที่กําหนดไว โดยเปนสวนของกระบวนสุมท่ี

สามารถพยากรณหรือพยากรณไดจากขอมูลท่ีมีอยูแลว  

ทฤษฎีบท 6.6 (มารทิงเกลในรูปชี้กําลัง) กําหนดให tµ และ tσ  เปนฟงกชันอัตราดริฟทและฟงกชัน

คาความผันผวน ท่ีสอดคลองกับกระบวนการเคลื่อนท่ีบราวน tZ  จะไดวากระบวนการสโตแคสติก tS  

สอดคลองกับสมการเชิงอนุพันธสโตแคสติก 

( )t t t t tdS S dZ dtσ µ= +     (6.22) 
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ก็ตอเม่ือ     
2

0 0 0

1
2

0 0

t t t

s s s sdZ ds ds

t t tS S e S A M
σ σ µ− +∫ ∫ ∫

= ≡         (6.23) 

เม่ือ 0

t

sds

tA e
µ∫

= และ 
2

0 0

1
2

t t

s s sdZ ds

tM e
σ σ−∫ ∫

=  

บทนิยามท่ี 6.7 (เง่ือนไขของโนวิคอฟ : Novikov's Condition) กําหนดให ( )W t  เปนกระบวนการ 

บราวนมาตรฐาน (Standard Brownian Motion) บนชวงเวลา [0, ]T  และให ( )tθ  เปนฟงกชันท่ี

มีการปรับตัวได (adapted process) ซ่ึงเปนฟงกชันท่ีกําหนดคาบน [0, ]T  ถา 

2

0

1exp ( ) ,
2

T
s dsθ   < ∞    

∫  

เรากลาววา ( )tθ สอดคลองกับเง่ือนไขของโนวิคอฟ (Novikov's condition) 

ในกรณีท่ีเง่ือนไขขางตนเปนจริง จะไดวา กระบวนการตอไปนี้ 

2

0 0

1( ) exp ( ) ( ) ( )
2

t t
Z t s dW s s dsθ θ = − − 

 ∫ ∫  

เปนมารทิงเกลท่ีไมลบ (non-negative martingale) บนชวง [0, ]T  

ตัวอยางท่ี 6.7 ( การวิเคราะหสมบัติมารทิงเกลและการจําแนกสวนประกอบดูบ–เมเยอร) 

พิจารณากระบวนการสโตแคสติก ( )X t ท่ีนิยามโดยสมการเชิงอนุพันธสโตแคสติก ดังนี้ 

( ) ( ) ( ) ( )dX t X t dt X t dW tµ σ= +  

โดยท่ี ( )W t  คือกระบวนการบราวนมาตรฐาน จงตอบคําถามตอไปนี้   

   1) (สมบัติมารทิงเกล) แสดงวา 21( ) exp ( )
2

M t t W tσ σ = − − 
 

 

    เปนกระบวนการมารทิงเกลภายใตฟลเตรชันของ ( )W t  

    2) (การจําแนกสวนประกอบดบู–เมเยอร) พิจารณากระบวนการ ( )X t  ดังกลาว 

        2.1) เขียน ( )X t  ในรูปการแยกองคประกอบระหวาง bounded variation component 

และ martingale component 

        2.2) อธิบายวาพจนใดเปนสวนที่สามารถพยากรณได และพจนใดเปนสวนที่ไมสามารถ

พยากรณได 
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     3) การจําลองและประยุกตใชงานจริง 

        3.1) แสดงกราฟของแตละเสนทางจากการจําลองเสนทางของกระบวนการ ( )X t  จํานวน 

6 เสนทาง ตั้งแต 0t =  ถึง 1t =  โดย 0.05µ = , 0.2σ = , (0) 1X =           

        3.2) แสดงการเปรียบเทียบระหวางพจน drift และพจน martingale จากผลการจําลอง 

        3.3) วิเคราะหวาเหตุใดการแยกองคประกอบของกระบวนการแบบดูบ–เมเยอรจึงมี

ความสําคัญในการตั้งราคาสินคาอนุพันธ 

วิธีทํา การวิเคราะหสมบัติมารทิงเกลและการจําแนกสวนประกอบดูบ--เมเยอร 

กําหนดให ( ) ( ) ( ) ( )dX t X t dt X t dW tµ σ= +  โดยท่ี ( )W t  คือกระบวนการบราวนมาตรฐาน 

ขอท่ี 1) แสดงวา 21( ) exp ( )
2

M t t W tσ σ = − − 
 

 เปนมารทิงเกล 

พิจารณาฟงกชันชี้กําลังของการเคลื่อนท่ีบราวน 21( ) exp ( )
2

M t t W tσ σ = − − 
 

 

จะตรวจสอบวา ( )M t  เปนมารทิงเกล โดยใชเง่ือนไขของโนวิคอฟ  หาก 

2

0

1exp ( ) ,
2

T
s dsθ   < ∞    

∫  

แลวฟงกชัน 2

0 0

1( ) exp ( ) ( ) ( )
2

t t
Z t s dW s s dsθ θ = − − 

 ∫ ∫  จะเปนมารทิงเกล 

ในกรณีนี้ ( )tθ σ=  เปนคาคงท่ี ดังนั้น 

2 2

0

1 1exp exp
2 2

T
ds Tσ σ    = < ∞        

∫  

ซ่ึงเปนจริงสําหรับทุก σ ∈  และ T < ∞  ดังนั้น ( )M t  เปนมารทิงเกล 

ขอท่ี 2) การจําแนกสวนประกอบดบู--เมเยอรของ ( )X t  

เริ่มจากสมการเชิงอนุพันธสโตแคสติก ( ) ( ) ( ) ( )dX t X t dt X t dW tµ σ= +  

นํามาเขียนในรูปปริพันธ 

0 0
( ) (0) ( ) ( ) ( )

t t
X t X X s ds X s dW sµ σ= + +∫ ∫  

แยกเปน 2 สวน 

สวนท่ี1) 
0

( )
t

X s dsµ∫  ซึ่งเปนสวนของการแปรผันจํากัดและเปนสวนที่สามารถพยากรณไดจาก

ขอมูลในอดีต 
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สวนท่ี2) 
0

( ) ( )
t

X s dW sσ∫  ซ่ึงเปนสวนของมารทิงเกลและเปนสวนท่ีไมสามารถพยากรณได 

ดังนั้น การจําแนกสวนประกอบดูบ--เมเยอรของ ( )X t  คือ 

0 0

bounded variation martingale

( ) (0) ( ) ( ) ( )
t t

X t X X s ds X s dW sµ σ= + +∫ ∫
 

 

ขอท่ี 3) การจําลองและการประยุกต 

พิจารณาการประมาณเชิงตัวเลขโดยใชวิธีออยเลอร–มารุยามะ (Euler--Maruyama scheme) 

1i i i i iX X X t X Wµ σ+ = + ∆ + ∆  

โดยท่ี ~ (0, )iW t∆ ∆  คาเริ่มตน 0 1X =  

ในท่ีนี้เราจะจําลอง 6 เสนทางของ ( )X t  และสามารถแยกคาของแตละชวงเวลาออกเปน 2 สวน 

พจนดริฟท: iX tµ ∆   (พยากรณได) 

พจนรบกวน: i iX Wσ ∆ (ไมสามารถพยากรณได ไดจาการสุม) 

 
กราฟดานบนแสดงการจําลอง 6 เสนทางของกระบวนการ ( )X t  โดยใชวิธีออยเลอร–มารุยามะ 

สําหรับสมการเชิงอนุพันธสโตแคสติก 

( ) ( ) ( ) ( ), (0) 1dX t X t dt X t dW t Xµ σ= + =  

• แตละเสนเริ่มตนจากคาเดียวกันท่ี (0) 1X =  

• คากลางของเสนทางมีแนวโนมเพ่ิมข้ึนตามพจนดริฟท ( 0.05µ = ) 
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• ความกระจายของแตละเสนเกิดจากพจนรบกวน ( 0.2σ = ) ที่สะทอนความไมแนนอน

จากการเคลื่อนท่ีแบบบราวน 

จากกราฟของการจําลองสมการเชิงอนุพันธสโตแคสติกทําใหเราเห็นลักษณะสําคัญ 2 ประการคือ 

1) แนวโนมเฉลี่ยของเสนทางจะสูงข้ึนเรื่อย ๆ ซ่ึงเกิดจาก พจนดริฟทท่ีเปนสวนของสมการท่ี

กําหนดทิศทางการเปลี่ยนแปลงแบบคงที่ เชน ถาพจนดริฟทเปนบวก เสนทางสวนใหญ

จะไตข้ึน 

2) เสนทางแตละเสนจะกระจายออกจากกัน แมจะเริ่มตนจากจุดเดียวกัน เพราะมีผลของ 

พจนรบกวนจากกระบวนการบราวน ซึ ่งเปนสวนสุ ม ทําใหแตละเสนมีการสั ่นหรือ

เคลื่อนไหวไมเหมือนกัน                                                                       

หมายเหตุ  วิธีออยเลอร–มารุยามะ (Euler–Maruyama scheme) เปนวิธีเชิงตัวเลขที่ใชในการ

ประมาณคําตอบของสมการเชิงอนุพันธสโตแคสติก (SDEs) โดยขยายมาจากวิธีออยเลอร (Euler's 

method) ท่ีใชกับสมการเชิงอนุพันธธรรมดา (ODEs) 

พิจารณาสมการเชิงอนุพันธสโตแคสติกในรูปท่ัวไป 

 ( ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( )dX t a X t t dt b X t t dW t= +  

โดยท่ี ( )W t  เปนกระบวนการบราวนมาตรฐาน 

วิธีออยเลอร–มารุยามะ จะประมาณคาของ ( )X t  บนกริดเวลา 0 1, , , nt t t…  ที่ 1i it t t+∆ = −  โดย

ใชสูตร 

1 ( , ) ( , )i i i i i i iX X a X t t b X t W+ = + ∆ + ∆  

เม่ือ ~ (0, )iW t∆ ∆  
 
ตัวอยางโคดไพธอนสําหรับวิธีออยเลอร–มารุยามะ 

\begin{verbatim} 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

# พารามิเตอร 

mu = 0.05 

sigma = 0.2 
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T = 1.0 

N = 500 

dt = T / N 

t = np.linspace(0, T, N+1) 

# สรางเสนทางของ W(t) 

np.random.seed(0) 

dW = np.random.normal(0, np.sqrt(dt), N) 

W = np.concatenate(([0], np.cumsum(dW))) 

# เริ่มตนคา X 

X = np.zeros(N+1) 

X[0] = 1.0  # คาเริ่มตน 

# Euler–Maruyama 

for i in range(N): 

    X[i+1] = X[i] + mu * X[i] * dt + sigma * X[i] * dW[i] 

# แสดงผล 

plt.figure(figsize=(10, 5)) 

plt.plot(t, X, label='Euler–Maruyama Approximation') 

plt.title('Sample Path of SDE using Euler–Maruyama') 

plt.xlabel('Time') 

plt.ylabel('X(t)') 

plt.grid(True) 

plt.legend() 

plt.tight_layout() 

plt.show() 

\end{verbatim} 

\end{remark} 
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การประยุกต: การแยกสวนของดูบ–เมเยอร 

การแยกสมการออกเปน พจนดริฟท และ พจนรบกวน ตามแนวคิดของการจําแนกสวนประกอบดูบ–

เมเยอร มีประโยชนสําคัญใน 2 ดาน ดังนี้ 

1) การกําหนดราคาสินคาอนุพันธ: ในการตั้งราคาสินคาอนุพันธ เชน ออปชันหรือฟวเจอรส 

เราสามารถใชพจนดริฟท ซึ ่งเปนสวนที ่พยากรณไดของสมการ เพื ่อประมาณ “คา

คาดหมาย” ของราคาในอนาคต ขณะเดียวกัน พจนรบกวน ซ่ึงเกิดจากความไมแนนอนหรือ

ความผ ันผวนในตลาด  จะสะท  อน  “ความ เส ี ่ ย ง”  ท ี ่ ไ ม  ส ามารถควบค ุ ม ได  

การแยกทั้งสองพจนนี้ทําใหการกําหนดราคามีความแมนยําและมีเหตุผลทางคณิตศาสตร

มากข้ึน 

2) การบริหารความเส่ียง: พจนดริฟทแทนความเสี่ยงท่ีสามารถพยากรณและวางแผนรับมือได 

เชน ทิศทางของแนวโนมราคาหรืออัตราดอกเบี้ย สวนพจนรบกวนแทนความเสี่ยงท่ีเกิดจาก

เหตุการณสุม เชน ความผันผวนของตลาดท่ีไมสามารถควบคุมไดโดยตรง การแยกสองพจน

นี้ชวยใหนักลงทุนสามารถออกแบบกลยุทธในการปองกันความเสี่ยง (hedging) ไดอยางมี

ประสิทธิภาพ โดยมุงจัดการกับพจนดริฟท และยอมรับความไมแนนอนจากพจนรบกวน 

สรุปคือ การแยกสมการออกเปนพจนดริฟทและพจนรบกวน ชวยใหเราวิเคราะห เขาใจ และใช

ประโยชนจากตัวแบบทางการเงินไดอยางมีประสิทธิภาพทั้งในดานการตั้งราคาและการบริหารความ

เสี่ยง 

6.4 ทฤษฎีบทกีรซานอฟ 

             ทฤษฎีบทกีรซานอฟ (Girsanov theorem) เปนหลักการทางคณิตศาสตรที่เกี่ยวของกับ

วิธีการปรับเปลี่ยนการวัดความนาจะเปน (change of measure) ในกระบวนการเคลื่อนท่ีบราวนซ่ึง

เปนกระบวนการสโตแคสติกที่สําคัญในการพยากรณการเคลื่อนไหวของราคาหลักทรัพยหรือการ

พยากรณราคาของตราสารอนุพันธการเงิน ทฤษฎีบทกีรซานอฟชวยใหเราสามารถเปลี่ยนตัววัดความ

นาจะเปนในโลกท่ีมีความเสี่ยงเปนตัววัดความนาจะเปนในโลกท่ีไมมีความเสี่ยงหรือตัววัดความนาจะ

เปนความเปนกลางตอความเสี่ยง (risk-neutral measure)  และทําใหเราสามารถคํานวณคา
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คาดหวัง (expected value) ในโลกที่ไมมีความเสี่ยง ซึ่งนั่นก็คือราคาที่เราควรจะกําหนดในการซ้ือ

ขายตราสารอนุพันธการเงิน เพื่อใหงายตอการอธิบายทฤษฎีบทกีรซานอฟ จะขออธิบายพอสังเขปท่ี

เกี่ยวของกับคําศัพททางคณิตศาสตรที่จะปรากฎในทฤษฎีกีรซานอฟ แตจะไมลงรายละเอียดมาก

จนเกินไปจนทําใหผูอานรูสึกอึดอัดและภาระให คําศัพทเหลานั้น ไดแก พีชคณิตซิกมา ตัวกรองหรือ

ฟลเตอร (filter)  เปนตน 

พีชคณิตซิกมา  (sigma-algebra: σ -algebra) หรือ สนามซิกมา (sigma-field ) เปนโครงสรางทาง

คณิตศาสตรที่สําคัญในคณิตวิเคราะหและทฤษฎีความนาจะเปน มีบทนิยามทางคณิตศาสตร ดังนี้ 

กําหนดให X เปนเซตและ 2X เปนเซตกําลัง (power set) ของเซต X  

บทนิยาม 6.8 กําหนดให 2XΣ ⊆  จะกลาววา Σ เปนพีชคณิตซิกมาบน X ก็ตอเมื่อ Σ  มีสมบัติ

ตอไปนี้ 

 1) φ ∈Σ   

2) ถา E∈Σ  แลว cE ∈Σ  และ  

3) ถา 1 2 3, , ,...E E E ∈Σ  แลว 
1 nn
E

∞

=
∪ ∈Σ  

            การวัดความนาจะเปน (probability measure) คือฟงกชันท่ีใชวัดการกระจายตัวของ

ความนาจะเปนการวัดความนาจะเปนมีสมบัติตามบทนิยามตอไปนี้ 

บทนิยาม 6.9 ถา Ω  เปนปริภูมิตัวอยาง (sample space) และ   เปนพีชคณิตซิกมาบน Ω  การ

วัดความนาจะเปน P  บน ( ),Ω   คือ ฟงกชัน [ ]: 0,1P → ท่ีมีสมบัติตอไปนี้ 

       1)  ( 1)P Ω = : ตัววัดความนาจะเปนของเซตของทุกโอกาสท่ีเปนไปไดเทากับ 1 

       2)  ( 0)P φ = : ตัววัดความนาจะเปนของเซตวางเทากับศูนย 

       3) Σ −additivity: ถา nA  เปนลําดับของเซตท่ีไมรวมกัน ( n mA A φ∩ =  สําหรับทุกๆ   n m≠ )  

          แลว ( )  ( )n nn n
P A P A∪ =∑  
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การวัดความนาจะเปนใชในการระบุถึงความนาจะเปนที่จะเกิดเหตุการณใดๆ ขึ้นของเหตุการณท่ี

เปนไปไดทั้งหมด ในกรณีของการเกมลูกเตาที่เปนธรรม การวัดความนาจะเปนที่จะไดหนาลูกเตาท่ี

เปนเลข 6 คือ 1/6 โดยท่ีทุกหนามีโอกาสเกิดข้ึนเทากันท้ังหมด เปนตน                

บทนิยาม 6.10 ตัวกรองหรือฟลเตอร (filtration) { }t  คือ ลําดับของพีขคณิตซิกมาที ่เรียง

ตามลําดับท่ีกําหนดโดยระยะเวลา โดยสอดคลองสมบัติตอไปนี้ 

        1) s เปนสับเซตของ t  สําหรับทุก ๆ 0    s t≤ ≤  (สมบัติของการเพ่ิมข้ึน) 

        2) t  เปน พีขคณิตซิกมา สําหรับทุก ๆ t  (สมบัติการวัด) 

        3) สําหรับทุก   s t< ถา sA∈ แลว tA∈  (สมบัติท่ีสอดคลองกับการเลื่อนเวลาท่ีแนนอน) 

การใชฟลเตอรในการเคลื่อนไหวแบบบราวนหรือกระบวนการสโตแคสติกที่เกี่ยวของกับเวลาชวยให

สามารถแสดงถึงปริมาณขอมูลท่ีมีในแตละจุดเวลาท่ีใชเพ่ือพยากรณการเคลื่อนไหวในอนาคต 

บทนิยาม 6.11 ถา X  เปนตัวแปรสุม ฟงกชันกอกําเนิดโมเมนต (moment generating function 

- mgf) ของ X (ถามี) คือฟงกชัน ( )XM t  ท่ีถูกกําหนดในรูป 

( ) [ ]tX
XM t E e=                                                (6.24) 

เม่ือ E  ตัวดําเนินการคาคาดหวัง  

               ฟงกชันสรางโมเมนต เปนฟงกชันที่ใชในทฤษฎีความนาจะเปนและสถิติ ซึ่งชวยในการ

คํานวณโมเมนต (moments) หรือคาคาดหวังของกําลังของตัวแปรสุม คือ ถา ( )XM t เปนฟงกชัน

กอกําเนิดโมเมนตของตัวแปรสุม X แลว คาคาดหวังของ nX สําหรับ n  ใด ๆ จะเทากับอนุพันธ

อันดับท่ี n  ของ ( )XM t  ท่ี 0t =   

ทฤษฎีบท 6.12  (ทฤษฎีบทกีรซานอฟ) สมมติวา P  เปนตัววัดความนาจะเปนในปริภูมิของวิถีการ

เคลื่อนท่ีแบบบราวน tW  สมมุติวา ( ),tµ ω เปนกระบวนการปรับตัวตาม  

( ) ( ) ( )( )2

0 0

1exp , ,
2

t t

t sM s dW s dsµ µ ω µ ω
 

= − 
 
∫ ∫  สําหรับ t T≤ และ ( ) 1P

TE M µ  =     (6.24) 
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มีสมบัติมารทิงเกลแลวจะไดวาจะมีตัววัดความนาจะเปน Q บนปริภูมิของวิถีการเคลื่อนท่ีแบบบราวน 

tW  ท่ีซ่ึง 

1) ตัววัดความนาจะเปน Q  สมมูลกับ ตัววัดความนาจะเปน P  

     นั่นคือ  ( ) 0 ( ) 0Q A P A= ⇔ =  

 2)  ( ) ( )( )2

0 0

1exp , ,
2

T T

t
dQ t dW t dt
dP

µ ω µ ω
 

= − − 
 
∫ ∫   

 3)  
0

( , )
t

t tW W s dsµ ω= + ∫  สําหรับ  t T≤  เปนการเคลื่อนท่ีบราวนบนปริภูมิความนาจะ

เปน ( ), ,QΩ   ท่ีมีฟลเตอร { }t     

พิสูจน นิยามตัววัดความนาจะเปน Q โดย 

[ ] [1 ]Q P
A TE A E M=     (6.25) 

โดยท่ี ( ) ( ) ( )( )2

0 0

1exp , ,
2

t t

t sM s dW s dsµ µ ω µ ω
 

= − 
 
∫ ∫  จะไดวา 

( )
0 0 0

exp ( ) exp ( ) ,
T T T

Q Q
s sE f s dX E f s dW s dsµ ω

      
= +      

         
∫ ∫ ∫                                

( )( ) ( ) ( )( )2

0 0 0

1exp ( ) , ( ) , ,
2

T T T
P

sE f s s dW f s s ds s dsµ ω µ ω µ ω
  

= − + −  
   

∫ ∫ ∫                                    

( )( ) ( )( ) ( )2 2

0 0 0

1 1exp ( ) , ( ) , ( )
2 2

T T T
P

sE f s s dW f s s ds f s dsµ ω µ ω
  

= − − − +  
   

∫ ∫ ∫  

    ( ) ( )( ) ( )( )22

0 0 0

1 1( ) exp ( ) , ( ) ,
2 2

T T T
P

sf s ds E f s s dW f s s dsµ ω µ ω
    

= − − −    
     

∫ ∫ ∫  

    ( ) ( )2

0

1 ( )
2

T
P

Tf s ds E M f µ
 

=  −    
 
∫ ( )2

0

1 ( )
2

T

f s ds= ∫  

และยิ่งไปกวานั้นไดวา  ( )( ) 21exp exp ( )
2

Q
t sE i X X t sλ λ  − = − −    

 ซ่ึงเปนลักษณะเฉพาะของ

การเคลื่อนท่ีบราวน ดังนั้น 
0

( , )
t

t tW W s dsµ ω= + ∫  เปนการเคลื่อนท่ีบราวน     
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การนําทฤษฎีบทกีรซานอฟไปใชงาน 

           ในการเปลี ่ยนมาตรวัดความนาจะเปนเพื ่อการประเมินมูลคาตราสารอนุพันธ ในการ

วิเคราะหราคาของสินทรัพยในตลาดการเงิน เรามักใชแบบจําลองทางคณิตศาสตรเพื่ออธิบายการ

เคลื่อนไหวของราคาสินทรัพย โดยเฉพาะกระบวนการสุมแบบบราวนเชิงเรขาคณิต เชน 

( ) ( ) ( ) ( )dS t S t dt S t dW tµ σ= +   

โดยที่ µ  คืออัตราผลตอบแทนเฉลี่ยของสินทรัพยในโลกความเปนจริงภายใตมาตรวัดความนาจะ

เปน  , σ  คือคาความผันผวน และ ( )W t  คือกระบวนการบราวนในโลกจริง   

            แมสมการนี้จะสะทอนพฤติกรรมของราคาหุนในตลาดจริง แตเมื่อตองการประเมินมูลคา

ตราสารอนุพันธ เชน ออปชัน เราไมสามารถใชคาคาดหวังภายใตมาตรวัด   ไดโดยตรง เนื่องจากคา

คาดหวังนั้นรวมความเสี่ยงของนักลงทุนเขาไปแลว ซ่ึงอาจไมเหมาะสมกับการคํานวณราคาท่ียุติธรรม 

             เพ่ือแกปญหานี้ เราใชจึงทฤษฎีบทกีรซานอฟ (Girsanov’s Theorem) ซ่ึงชวยใหสามารถ

เปลี่ยนมุมมองความนาจะเปนจากโลกจริง   ไปสูโลกท่ีเปนกลางตอความเสี่ยง (risk-neutral 

world) หรือมาตรวัด   ซ่ึงเหมาะสมตอการประเมินมูลคาทางคณิตศาสตร 

            ทฤษฎีบทกีรซานอฟ ระบุวาหากนิยามกระบวนการใหม 

( ) ( ) ( )dW t dW t t dtθ= +   
และนิยามฟงกชัน Radon–Nikodym derivative ซึ่งทําให   สมมูลกับ   แลว ( )W t  จะเปน

กระบวนการบราวนภายใตมาตรวัด   

            ตัวอยางประกอบ เชน สมมติวาแบบจําลองทางคณิตศาสตรเพ่ืออธิบายการเคลื่อนไหวของ

ราคาหุน A ตามกลไกตลาดเปนดังสมการ 

( ) 0.08 ( ) 0.2 ( ) ( )dS t S t dt S t dW t= +   
โดย 0.08µ = , 0.2σ = , และใชอัตราคิดลด 0.05δ =  

เม่ือเราคํานวณคาพารามิเตอร 0.08 0.05 0.15
0.2

µ δθ
σ
− −

= = =  

จากนั้นเปลี่ยนกระบวนการบราวน 

( ) ( ) 0.15dW t dW t dt= +   
ทําใหสมการภายใตมาตรวัด   กลายเปน 

( ) ( ) ( ) ( )dS t S t dt S t dW tδ σ= +   

ซึ่งเปนตัวแบบจําลองทางคณิตศาสตรเพื่ออธิบายการเคลื่อนไหวของราคาหุน A ตามกลไกภายใต

ความเปนกลางตอความเสี่ยงหรือภายใตโลกท่ีไมมีความเสี่ยง นั่นเอง 
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ดังนั้น จะเห็นวาทฤษฎีบทกีรซานอฟชวยใหเราสามารถเปลี่ยนมุมมองของความนาจะเปนจากโลก

จริงไปสูโลกที่ไมมีความเสี่ยง ทําใหสามารถใชคาคาดหวังภายใตมาตรวัด   ในการประเมินราคา

ตราสารอนุพันธไดอยางถูกตอง เชนในการประเมินราคาของยูโรเปยนคอลออปชัน ซึ่งสามารถ

ประเมินราคาไดโดยใชสูตร 

[ ]max( ( ) ,0)TC e S T Kδ−= −  

ตัวอยางท่ี 6.8 (การประเมินราคาตราสารอนุพันธภายใตการเปลี่ยนมาตรวัดความนาจะเปนดวย

ทฤษฎีบทกีรซานอฟ) สมมตบิริษัทหลักทรัพยแหงหนึ่งกําลังพิจารณาออกตราสารอนุพันธประเภท 

คอลออปชันแบบยุโรป สําหรับลูกคาระดับสถาบัน โดยอิงกับราคาของสินทรัพยอางอิงประเภท

หนึ่งซ่ึงมีพฤติกรรมการเคลื่อนไหวตามกระบวนการเคลื่อนท่ีแบบบราวนเชิงเรขา ซ่ึงเปนท่ียอมรับ

ในตลาดการเงินวาเหมาะสมสําหรับการจําลองราคาหุนในระยะสั้น 

สมมตริาคาของสินทรัพย ( )S t  ถูกกําหนดใหเปนไปตามสมการ 

( ) ( ) ( ) ( ), (0) 100dS t S t dt S t dW t Sµ σ= + =  

โดยมีพารามิเตอรท่ีใชในการประเมินดังนี้ 

     - 0.08µ =  (อัตราผลตอบแทนท่ีคาดหวังในโลกจริง) 

     - 0.2σ =  (คาความผันผวนของสินทรัพย) 

     - 0.05δ =  (อัตราดอกเบี้ยไมมีความเสี่ยงคิดทบตนตอเนื่อง) 

     - 105K =  (ราคาการใชสิทธิ) 

     - 1T =  ป (ระยะเวลาคงเหลือจนถึงวันหมดอายุ) 

จงตอบคําถาม ตอไปนี้ 

1) (การเปลี่ยนมาตรวัดความนาจะเปน) เพื่อใชหลักการประเมินราคาตราสารอนุพันธภายใต

แนวคิดความเปนกลางตอความเสี่ยง (risk-neutral valuation) บริษัทตองเปลี่ยนมาตรวัด

ความนาจะเปนจากโลกจริง   ไปเปนมาตรวัดความนาจะเปนภายใตโลกที่ไมมีความเสี่ยง 

  (มาตรวัดความนาจะเปนความเปนกลางตอความเสี่ยง) จงระบุสมการที่ใชในการแปลง

มาตรวัด และอธิบายแนวคิดพ้ืนฐานของการเปลี่ยนพจนดริฟทโดยใชพารามิเตอร θ  
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2) (การคํานวณคาพารามิเตอร θ ) จงคํานวณคา µ δθ
σ
−

= โดยใชคาพารามิเตอรท่ีกําหนดใน

โจทย พรอมอธิบายความหมายของคา θ  ในเชิงการเงิน และผลกระทบตอการจําลอง

กระบวนการภายใตมาตรวัดใหม 

3) (แบบจําลองราคาสินทรัพยภายใตมาตรวัด  ) จงเขียนสมการของราคาสินทรัพย ( )S t  ท่ี

อยูภายใตมาตรวัด   และอธิบายวาพจนดริฟทมีการเปลี่ยนแปลงอยางไรเมื่อเทียบกับ

มาตรวัด   

4) (การจําลองมอนติคารโล: Monte Carlo Simulation) สมมุติวาบริษัทสามารถจําลอง

เสนทางราคาของสินทรัพย ( )S t  ไดจํานวน 10,000 เสนทาง ภายใตมาตรวัด  อธิบาย

ข้ันตอนหลักของการจําลองเสนทางดังกลาว และการใชผลลัพธเพ่ือวิเคราะหคาคาดหวังของ

ผลตอบแทนจากออปชัน 

5) (สูตรการประเมินมูลคาคอลออปชันและหลักการคิดลด) จงเขียนสูตรที ่ใชสําหรับการ

ประมาณราคาของออปชันดังกลาว และ อธิบายหลักการของการคิดลดคาคาดหวังกลับมา

เปนมูลคาปจจุบัน โดยใชสูตร 

[ ]max( ( ) ,0)TC e S T Kδ−= −  

วิธีทํา  ขอ 1) ในโลกจริงกระบวนการราคาของสนิทรัพย ( )S t  มีพจนดริฟทเปน µ  และแสดง

ดวยสมการ                      ( ) ( ) ( ) ( )dS t S t dt S t dW tµ σ= +    

เพื ่อเปลี ่ยนไปสู มาตรวัดที ่เปนกลางตอความเสี ่ยง   เราใชทฤษฎีบทกีรซานอฟโดยนิยาม

กระบวนการใหม ( )W t  ดังนี้ 

 ( ) ( )dW t dW t dtθ= +   

โดย µ δθ
σ
−

=  เปนคาที่ปรับพจนดริฟทเพื่อให ( )W t  กลายเปนกระบวนการบราวนภายใต

มาตรวัดใหม   ซึ่งทําใหสามารถใชคาคาดหวังภายใต   เพื่อประเมินราคาตราสารอนุพันธได

อยางเปนกลางตอความเสี่ยง 

ขอ 2) จากขอมูลโจทย 0.08µ = , 0.05δ = , 0.2σ =  ดังนั้น 

0.08 0.05 0.15
0.2

µ δθ
σ
− −

= = =  
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ความหมายของ θ  เปนอัตราสวนของผลตอบแทนสวนเกินเมื่อเทียบกับความเสี่ยงของสินทรพัย 

สื่อถึง "ราคาของความเสี่ยง" (market price of risk) และใชในการแปลงกระบวนการแบบสุมจาก

โลกจริงไปยังโลกท่ีไมมีความเสี่ยงหรือโลกท่ีเปนกลางตอความเสี่ยง 

ขอ 3) เมื่อเปลี่ยนมาตรวัดจาก   ไปยัง   โดยใชทฤษฎีบทกีรซานอฟ พจนดริฟทจะ

เปลี่ยนจาก µ  เปน δ  สงผลใหสมการกลายเปน 

 ( ) ( ) ( ) ( )dS t S t dt S t dW tδ σ= +   

ดังนั้น พจนดริฟทภายใต   จะแสดงถึงอัตราผลตอบแทนท่ีไมมีความเสี่ยง ซ่ึงชวยใหเราสามารถ

ใชมาตรวัดนี้สําหรับการประเมินราคาท่ีเปนกลางตอความเสี่ยงได 

ขอ 4) การจําลองมอนติคารโล มีข้ันตอนในการจําลอง ดังตอไปนี้ 

    - แบงชวงเวลาระหวาง 0 ถึง T  ออกเปน N  ข้ัน และตั้งคาเริ่มตน (0) 100S =  

    - สุมคาจากการแจกแจงปกติ ~ (0,1)iZ   แลวคํานวณ i iW tZ∆ = ∆  

    - ใชสมการจําลองดวยวิธีออยเลอร–มารุยามะ 

1i i i i iS S S t S Wδ σ+ = + ∆ + ∆  

   - ทําซ้ํากระบวนการนี้ 10,000 เสนทาง เพ่ือได ( ) ( )jS T  แตละเสน 

จากนั้นนําคาที่ไดมาใชคํานวณคาคาดหวังของผลประโยชนของคอลออปชัน (payoff of call 

option) ในขอถัดไป 

ขอ 5) สูตรการประเมินมูลคา Call Option ตามหลักการคิดลด 

ราคาของคอลออปชันสามารถประเมินไดดวยสูตร 

[ ]max( ( ) ,0)TC e S T Kδ−= −  

โดยท่ี δ  คืออัตราคิดลด และ   คือคาคาดหวังภายใตมาตรวัด   ซ่ึงหมายถึงการคํานวณจาก

โลกที่เปนกลางตอความเสี่ยง การคูณดวย Te δ−  คือการนํามูลคาในอนาคตกลับมาเปนราคา

ปจจุบัน โดยผลลัพธจากการจําลอง Monte Carlo จํานวน 10,000 เสนทางโดยใชโปรแกรม

ภาษาไพธอนมีดังนี้ 

- คาเฉล่ียของ ( )S T ประมาณ 105.10 

- ราคาของคอลออปชัน ประมาณ 8.02                                                                  
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หมายเหตุ: ตัวอยางโคดไพธอนในการจําลองและการคํานวณตามตัวอยางท่ี 6.8 

import numpy as np 

# Parameters 

S0 = 100         # Initial asset price 

delta = 0.05     # Risk-free rate or discount rate 

sigma = 0.2      # Volatility 

T = 1.0          # Time horizon 

K = 105          # Strike price 

n_paths = 10000  # Number of Monte Carlo simulations 

# Simulate S(T) under Q measure 

np.random.seed(42) 

Z = np.random.randn(n_paths) 

ST = S0 * np.exp((delta - 0.5 * sigma**2) * T + sigma * np.sqrt(T) * Z) 

# Compute average S(T) 

average_ST = np.mean(ST) 

# Compute price of European call option 

payoffs = np.maximum(ST - K, 0) 

call_price = np.exp(-delta * T) * np.mean(payoffs) 

average_ST, call_price 

 

บทสรุปทายบทท่ี 6 

บทที่ 6 ไดนําเสนอองคความรูพื้นฐานที่สําคัญของแคลคูลัสสโตแคสติก ซึ่งเปนเครื่องมือ

หลักในการวิเคราะหกระบวนการสุมท่ีมีการเปลี่ยนแปลงตอเนื่องในเวลา โดยเฉพาะอยางยิ่งในบริบท

ของแบบจําลองทางการเงินที่มีลักษณะสุมและไมสามารถพยากรณไดอยางแนนอน บทนี้เริ่มตนดวย

บทนิยามและสมบัติเบื้องตนของแคลคูลัสสโตแคสติก ซ่ึงครอบคลุมแนวคิดของการอินทิเกรตเชิงสโต

แคสติก การวิเคราะหพฤติกรรมของกระบวนการบราวน และการประยุกตใช บทตั้งของอิโต (Ito’s 

Lemma) ในการหาอนุพันธของฟงกชันท่ีเปนผลของกระบวนการสุม 
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เนื ้อหาในสวนของ สมบัติมารทิงเกล (Martingale Property) และ การจําแนก

สวนประกอบดูบ–เมเยอร (Doob–Meyer Decomposition) ไดแสดงใหเห็นถึงการวิเคราะห

พฤติกรรมของกระบวนการสุมในเชิงโครงสราง โดยการแยกกระบวนการออกเปนสวนที่สามารถ

พยากรณได (bounded variation component) และสวนที่ไมสามารถพยากรณได (martingale 

component) ซึ่งมีบทบาทสําคัญในการประเมินคาคาดหมายของราคาทรัพยสินทางการเงินภายใต

กรอบการประเมินแบบไมมีโอกาสทํากําไรโดยปราศจากความเสี่ยง (no-arbitrage condition) 

หัวขอ ทฤษฎีบทกีรซานอฟ (Girsanov’s Theorem) ซึ่งเปนสวนสําคัญในทายบท ได

แสดงใหเห็นถึงกลไกการแปลงมาตรวัดความนาจะเปนจากโลกแหงความเสี ่ยง (real-world 

measure) ไปสูโลกแหงความเปนกลางตอความเสี่ยง (risk-neutral measure) ซึ่งเปนแนวคิด

พื ้นฐานในการกําหนดราคาตราสารอนุพันธ การเปลี ่ยนมาตรวัดนี ้มีความสําคัญตอการหาคา

คาดหมายภายใตสมมุติฐานความเปนกลางตอความเสี่ยง เพ่ือใชเปนมูลคายุติธรรมของเครื่องมือทาง

การเงินท่ีมีลักษณะไมแนนอน 

บทนี ้ย ังไดน ําเสนอแนวคิดของกระบวนการสุ มปรับตัวตาม (adapted process), 

กระบวนการมารทิงเกลในรูปชี้กําลัง (exponential martingale) ฟงกชันสรางโมเมนต (moment 

generating function) และโครงสรางทางทฤษฎีที่เกี่ยวของ เชน พีชคณิตซิกมา (sigma-algebra) 

และฟลเตอร (filtration) เพ่ือวางพ้ืนฐานทางทฤษฎีสําหรับการวิเคราะหท่ีมีความแมนยําในระดับสูง 

และเพ่ือสรางกรอบการวิเคราะหท่ีสอดคลองกับแนวคิดของ stochastic differential equations ท่ี

ใชกันอยางแพรหลายในวงการการเงิน 

โดยสรุป บทที่ 6 ไดนําเสนอเนื้อหาที่ครอบคลุมทั้งในเชิงทฤษฎีและการประยุกต ใชเปน

พื้นฐานสําหรับการศึกษาวิชาในระดับที่สูงขึ้น อาทิ แบบจําลอง Black-Scholes, แบบจําลองอัตรา

ดอกเบี้ย Vasicek และ CIR ตลอดจนการประยุกตใชในดานการประเมินมูลคาตราสารอนุพันธ การ

คํานวณ Value at Risk (VaR) และการบริหารความเสี่ยงเชิงปริมาณ ซึ่งลวนเปนเครื่องมือที่มี

ความสําคัญในโลกการเงินรวมสมัย 
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แบบฝกหัดทายบทท่ี 6 

1) กําหนดให   0t tB 
 เปนกระบวนการสุมบราวน และสําหรับทุก ๆ ฟงกคาจริง f  บน 

  

นิยาม 
0

( ) ( )
t

f sG t f s dB   จงแสดงวา 

 1.1) ( ) 0fE G t      

 1.2)   2

0

( ), ( ) ( )
t s

f sCov G t G t f u du


   

2) กําหนดให   0t tB 
 เปนกระบวนการสุมบราวน จงหาคาของ 

2

2
s sB B

se dB e ds 
    

(แนะนํา พิจารณาฟงกชัน ( , ) xf t x e ) 

3) กําหนดสมการเชิงอนุพันธสโตแคสติก (sde) 0 0,t t t tdX A X dB X x    

จงแสดงวา 2
0

0 0

1exp
2

t t

t s s sX x A dB A ds
        
   

(แนะนํา พิจารณาฟงกชัน 0( , ) xf t x x e ) 

4) ใช สูตรของอิโต (Ito’s formula) หาสมการเชิงอนุพันธสโตแคสติกของ ( , )tf t B   

เม่ือ   0t tB 
 เปนกระบวนการสุมบราวน และ 

 4.1) ( , ) sinf t x x  

 4.2)  2( , ) /tf t x e x t  

5) กําหนดให   0t tB 
 เปนกระบวนการสุมบราวน จงหาคาของ  tE X  

และ  tVar X เมือ tX  เทากับคาตอไปนี้ 

 5.1) 
0

t

sdB  

 5.2)  
0

t

s sB dB  

 5.3) 
0 0

t t

sds dB    
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 5.4)  
2

0 0
2

s s

t t
s B s B

se ds e dB   
  
         

6) กําหนดให ( ) ( )X t t W tµ σ= +  เปนกระบวนการอิโต โดยท่ี ( )W t  เปนการเคลื่อนท่ีแบบ 

บราวน จงหาคา ( )dY t  เม่ือ ( ) ln( ( ))Y t X t=  โดยใช Ito’s Lemma     

7)ให ( )( , ( )) X tf t X t e=  และ 2( ) ( )X t W t=  จงใช Ito’s Lemma เพ่ือหา df  และเปรียบเทียบ

ผลท่ีไดกับแคลคูลัสปกติ พรอมอธิบายผลตางในเชิงคณิตศาสตร 

8) สมมุติให ( )S t  เปนราคาหุนท่ีเปนไปตามสมการ ( ) ( ) ( ) ( )dS t S t dt S t dW tµ σ= +  จงใช Ito’s 

Lemma เพ่ือหา ln ( )d S t  และอธิบายความหมายทางการเงินของผลลัพธ 

9) จงพิสูจนวา หาก ( )tφ  เปนฟงกชันไมสุม และ ( )W t  เปนกระบวนการบราวน แลว  

 ( )2

0 0
( ) ( ) ~ 0, ( )

T T
t dW t t dtφ φ∫ ∫  

10) ให 
0

( ) sin( ) ( )
t

X t s dW s= ∫  จงหาคาคาดหมายและความแปรปรวนของ ( )X t  โดยใช Ito 

Isometry 

11) ให 3( , ( )) ( )f t W t W t=  จงใช Ito’s Lemma เพ่ือหา df  และวิเคราะหวา 3[ ( ) ]W t  ข้ึนกับ 

t  หรือไม 

12) จงแสดงวา 2( ) ( )M t W t t= −  เปนมารทิงเกล โดยพิสูจนจากนิยามมารทิงเกล 

13) กําหนดให ( ) ( )X t t W tµ σ= +  จงจําแนก 2( )X t  ใหอยูในรูปสวนประกอบมารทิงเกลและ

สวนประกอบการแปรผันจํากัดตามแนวคิด Doob–Meyer Decomposition 

14) ให 21( ) exp ( )
2

X t W t tσ σ = − 
 

 จงแสดงวา ( )X t  เปนมารทิงเกล และอธิบายความ

เชื่อมโยงกับการประเมินราคาตราสารอนุพันธ 

15) พิจารณากระบวนการ ( ) ( )dX t dt dW tµ σ= +  จงเปลี่ยนมาตรวัดจาก   เปน   โดยใช 

Girsanov’s Theorem และเขียนรูปสมการ ( )dX t  ภายใตมาตรวัด   

16) จงอธิบายและแสดงใหเห็นวา Girsanov’s Theorem ชวยใหสามารถประเมินราคาคอลออปชัน

ยุโรปไดภายใต risk-neutral measure โดยใชตัวแบบ Black-Scholes 

 17) กําหนดให 2

0 0

1( ) exp ( ) ( ) ( )
2

t t
Z t s dW s s dsθ θ = − − 

 ∫ ∫  โดยที่ ( )tθ  เปนฟงกชันกําหนด 

จงวิเคราะหวา ( )Z t  เปนมารทิงเกลหรือไม และอธิบายบทบาทของ ( )Z t  ในการเปลี่ยนมาตรวัด

ความนาจะเปน 


